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Apstrakt

Ova disertacija se bavi generalizacijom anti-Gauss-ovih kvadraturnih for-
mula koje su uvedene 1996. godine na prostoru algebarskih polinoma.

Prva generalizacija koja je ura�ena odnosi se na proxire�e ovih formula na
prostor trigonometrijskih polinoma, pri qemu je posebna pa��a posve�ena parnim
te�inskim funkcijama na intervalu [−π, π). Glavne osobine ovih kvadraturnih
formula su dokazane i predstav	en je efikasan numeriqki metod za �ihovo kon-
struisa�e. Taj metod je baziran na vezama izme�u qvorova i te�inskih koeficijena-
ta kvadraturne formule za trigonometrijske polinome i odgovaraju�e kvadraturne
formule za algebarske polinome.

Druga vrsta generalizacije koja je predstav	ena u ovoj disertaciji odnosi se na
vixestruku ortogonalnost. Naime, uvedeni su pojmovi skupa anti-Gauss-ovih i sku-
pa usred�enih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih formula u
Borges-ovom smislu, kao i odgovaraju�a klasa vixestruko ortogonalnih polinoma.
Dokazane su osnovne osobine ovih kvadraturnih formula i vixestruko ortogonal-
nih polinoma i predstav	eni su numeriqki metodi za �ihovo konstruisa�e.

Oba uopxte�a propra�ena su numeriqkim primerima, dok je proxire�e na pro-
stor trigonometrijskih polinoma upotpu�eno pore�e�em sa drugim postoje�im me-
todima.

K	uqne reqi: anti-Gauss-ove kvadraturne formule, rekurentna relacija, te-
�inske funkcije, usred�ena Gauss-ova kvadraturna formula, optimalni skup kva-
draturnih formula u Borges-ovom smislu, vixestruko ortogonalni polinomi



Abstract

In this thesis we are considering the generalization of anti-Gaussian quadrature rules,
introduced for algebraic polynomials in 1996.

The first generalization refers to the extension of these formulas to the space of trigo-
nometric polynomials, with a special attention paid to an even weight function on [−π, π).
The main properties of such quadrature rules have been proved, and an effective numeri-
cal method for their construction has been presented. That method is based on relations
between nodes and weights of the quadrature rule for trigonometric polynomials, and the
corresponding quadrature rule for algebraic polynomials.

The second type of generalization presented in this dissertation is related to multiple
orthogonality. Namely, the notions of a set of anti-Gaussian and a set of averaged qua-
drature rules for the optimal set of quadrature rules in Borges’ sense were introduced, as
well as the corresponding class of multiple orthogonal polynomials. The main properti-
es of such quadrature rules and multiple orthogonal polynomials have been proved, and
numerical methods for their constructions have been presented.

Both generalizations include some numerical examples, and the extension to the space
of trigonometric polynomials is completed by a comparison with other available methods.

Key words: anti-Gaussian quadrature rules, recurrence relation, weight functions,
averaged Gaussian quadrature rule, optimal set of quadrature rules in Borges’ sense,
multiple orthogonal polynomials



Predgovor

Ova disertacija predstav	a rezultat vixegodix�eg studijskog i istra�ivaqkog
rada pod mentorstvom prof. dr Marije Stani�, redovnog profesora na Prirodno-
matematiqkom fakultetu Univerziteta u Kragujevcu. Glavna oblast istra�iva�a
doktorske disertacije su nestandardne anti-Gauss-ove kvadraturne formule, koje
pripadaju va�nom delu Numeriqke analize - oblasti nazvanoj Numeriqka integra-
cija. Kako se konstrukcija ovih kvadraturnih formula bazira na ortogonalnim
polinomima, to je veliki deo istra�iva�a posve�en i oblasti Teorije ortogonal-
nih sistema, koja je deo Teorije aproksimacija.

Poznate Gauss-ove kvadraturne formule, uvedene 1814. godine, posti�u maksi-
malni algebarski stepen taqnosti. Od tada su ove kvadraturne formule razmatrane
od strane mnogih nauqnika i generalizovane u vixe pravaca. Konstruisane su for-
mule Gauss-ovog tipa na drugim linearnim prostorima, kao xto su prostor trigo-
nometrijskih polinoma, prostor racionalnih funkcija itd. Prvi radovi u oblasti
kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa za trigonometrijske polinome publikovani
su od strane ruskih matematiqara Turetzkii-og i Mysovskikh-og, a u posled�e dve
decenije su se ovom oblax�u bavili i profesori G. V. Milovanovi�, M. P. Stani�,
A. S. Cvetkovi� i T. V. Tomovi� Mladenovi�. �ihova pa��a bila je usmerena na
prouqava�e trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena, �ihovu primenu
na konstruisa�e kvadraturnih formula, kao i ocene �ihovih ostataka. Pored pro-
xire�a primene kvadraturnih formula na druge prostore, jedno od interesantnih
uopxte�a Gauss-ovih kvadraturnih formula odnosi se na formira�e optimalnih
skupova kvadraturnih formula, koje je usko povezano sa vixestrukom ortogonal-
nox�u. Pojam optimalnog skupa kvadraturnih formula prvi put se pojav	uje u
radu Borges-a, a potom i u radovima Milovanovi�a, Stani�eve i Tomovi� Mlade-
novi�ke, koji su ove formule proxirili na prostor trigonometrijskih polinoma.
Glavna osnova originalnih rezultata autora ove disertacije je ideja o formira�u
anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za algebarske polinome, nastala od strane
matematiqara Dirk Laurie-a, koji je pomo�u �ih uveo i pojam usred�enih kva-
draturnih formula. Anti-Gauss-ove kvadraturne formule imaju osobinu da daju
grexku jednake veliqine ali suprotnog znaka u odnosu na odgovaraju�u Gauss-ovu
kvadraturnu formulu.

Disertacija je pode	ena u qetiri glave. Prve dve predstav	aju teorijsku osno-
vu istra�iva�a u okviru ove disertacije, dok su u tre�oj i qetvrtoj glavi dati
originalni rezultati koji su publikovani ili su u pripremi za publikova�e.

U prvoj glavi je dat pregled osnovnih rezultata teorije ortogonalnih polinoma
na realnoj pravoj, kao i trigonometrijskih ortogonalnih polinoma celobrojnog i
polu-celobrojnog stepena. Time su obuhva�eni uslovi za egzistenciju i jedinstve-
nost ovih polinoma, kao i dokazi rekurentnih relacija koje oni zadovo	avaju.

Druga glava posve�ena je Gauss-ovim kvadraturnim formulama za algebarske i
trigonometrijske polinome, pri qemu su na prostoru trigonometrijskih polinoma
posebno razmatrane kvadraturne formule sa parnim i neparnim brojem qvorova.
Navedeni su naqini formira�a ovih kvadraturnih formula.

U tre�oj glavi uvedeni su pojmovi anti-Gauss-ovih i usred�enih Gauss-ovih



kvadraturnih formula. Posebna pa��a posve�ena je naqinu numeriqkog konstruisa-
�a anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula na klasi trigonometrijskih polinoma,
koji se bazira na vezama izme�u �ihovih qvorova i te�inskih koeficijenata sa na-
vedenim parametrima u odgovaraju�im kvadraturnim formulama Gauss-ovog tipa
za algebarske polinome. Kao u glavi 2, odvojeno su posmatrane kvadraturne formu-
le sa parnim i neparnim brojem qvorova, sa posebnim osvrtom na parne te�inske
funkcije. Bitnu ulogu u ovom konstruisa�u igraju trigonometrijski polinomi koji
su ortogonalni u odnosu na bilinearne forme (f, g)w = (2Î − Ĝñ+1)(fg), gde je Ĝñ+1

Gauss-ova kvadraturna formula, pa su u poglav	u 3.2 razmatrane �ihove osobine i
pokazani jednostavni naqini za �ihovo formira�e. Na kraju glave dati su numeri-
qki primeri u kojima su prikazani rezultati primene novodobijenih formula, kao
i pore�e�e naxih metoda sa drugim postoje�im metodama, gde se jasno vidi doprinos
ovih rezultata u oblasti Numeriqke integracije.

Posled�a, qetvrta, glava posve�ena je vixestruko ortogonalnim polinomima
i optimalnim skupovima kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu. Uvedeni
su pojmovi skupa anti-Gauss-ovih i skupa usred�enih kvadraturnih formula za
posmatrani optimalni skup kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu. U po-
stupku konstruisa�a pomenutih kvadraturnih formula korix�eni su vixestruko

ortogonalni polinomi u odnosu na bilinearne forme (f, g)k =
(

2Ik −G(k)
n

)
(fg),

k = 1, . . . , r, gde je
{
G

(k)
n , k = 1, . . . , r

}
optimalni skup kvadraturnih formula u

Borges-ovom smislu. �ihove osobine, kao i rekurentne relacije koje ovi poli-
nomi zadovo	avaju, pokazane su u poglav	u 4.1. U posled�em poglav	u 4.3 dati
su numeriqki primeri, u kojima su prikazane vrednosti parametara skupa anti-
Gauss-ovih kvadraturnih formula za odre�ene te�inske funkcije, kao i grexke
koje nastaju primenom svih pomenutih skupova kvadraturnih formula, a koje jasno
pokazuju pobo	xa�e aproksimacije posmatranih integrala.
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Uvod

Jedan od najznaqajnijih objekata matematiqke analize jeste odre�eni integral.
�egova primena ogleda se u raznim oblastima, a neki od primera su u izraqunava�i-
ma mnogih fiziqkih veliqina, kao xto su povrxina, zapremina, du�ina odre�enog
puta, moment inercije i tako da	e.

Numeriqka integracija je oblast numeriqke matematike koja se bavi pribli�nim
izraqunava�em vrednosti odre�enih integrala, koriste�i vrednosti podintegralne
funkcije na nekom skupu taqaka. Formule za aproksimaciju vrednosti jednostru-
kih integrala nazivamo kvadraturnim formulama ili kvadraturama, formule za
aproksimaciju vrednosti dvostrukih integrala kubaturnim formulama itd. U ovom
radu �e naxa pa��a biti usmerena na Gauss-ove i anti-Gauss-ove kvadraturne
formule, pri qemu �emo razdvojeno posmatrati sluqajeve kvadratura za algebarske
i kvadratura za trigonometrijske polinome, kao i na optimalni skup kvadraturnih
formula u Borges-ovom smislu.

Potreba za pribli�nim izraqunava�em vrednosti odre�enih integrala jav	a se
u velikom broju sluqajeva, kada Newton-Leibniz-ova formula∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a),

nije primen	iva, pri qemu F predstav	a primitivnu funkciju funkcije f . Nave-
dimo neke od tih sluqajeva.

• Primitivna funkcija F ne mo�e biti predstav	ena pomo�u konaqnog broja
elementarnih funkcija (na primer kada je f(x) = e−x

2
).

• Pokuxaj primene Newton-Leibniz-ove formule dovodi do potrebe za raquna-
�em veoma slo�enih izraza.

• Vrednosti podintegralne funkcije su poznate samo na diskretnom skupu ta-
qaka.

Za poqetak, uvedimo oznake koje �emo koristiti u da	em radu. Sa P i T �emo
oznaqavati prostor svih algebarskih, odnosno trigonometrijskih polinoma, dok �e
Pn ⊂ P i Tn ⊂ T , n ∈ N0, predstav	ati linearni prostor svih algebarskih i
trigonometrijskih polinoma stepena ne ve�eg od n, redom.

Neka je Gn odgovaraju�a Gauss-ova kvadratura sa n ∈ N qvorova

(1) Gnf =
n∑
k=1

ωkf(xk),

algebarskog stepena taqnosti 2n− 1, za integral

(2) If =

∫ b

a

f(x)u(x)dx,

gde je u(x) data te�inska funkcija na posmatranom intervalu [a, b). Formula Gn

zadovo	ava jednakost Gnp = Ip, za sve p ∈ P2n−1. Dakle, koriste�i aproksimaciju
Gn, integral I se mo�e predstaviti u obliku

(3) If = Gnf +Rnf,

1



gde je Rnf odgovaraju�i ostatak, odnosno grexka koja nastaje primenom ove apro-
ksimacije. Taqke xk nazivamo qvorovima, a koeficijente ωk te�inskim koefici-
jentima kvadraturne formule. Ovaj quveni metod numeriqke integracije uveo je
Gauss 1814. godine (videti [20]). Tokom narednih vixe od 200 godina ova formula
je razmatrana od strane mnogih matematiqara i generalizovana u vixe razliqitih
pravaca. Neki od radova u kojima se mo�e na�i vixe deta	a o Gauss-ovim kvadra-
turnim formulama konstruisanim na prostoru algebarskih polinoma su [7], [9], [14],
[17], [23], [24], [35].

Za proizvo	nu funkciju f , odre�iva�e ocene grexke If − Gnf mo�e biti ja-
ko komplikovano. Koriste�i kvadraturnu formulu A sa najma�e n + 1 qvorom i
algebarskim stepenom taqnosti ve�im od 2n− 1, ova grexka bi se mogla opisati ra-
zlikom Af−Gnf . U ci	u pove�a�a taqnosti aproksimacije posmatranog integrala,
Laurie u radu [32] uvodi anti-Gauss-ove kvadrature, sa algebarskim stepenom ta-
qnosti 2n + 1, koje daju grexku jednake veliqine ali suprotnog znaka u odnosu na
odgovaraju�u Gauss-ovu kvadraturnu formulu. Sliqna ideja, konstruisa�a dva nu-
meriqka metoda sa ovom osobinom, korix�ena je u numeriqkom rexava�u obiqnih
diferencijalnih jednaqina (videti [16], [56], [58]).

Druga vrsta generalizacije Gauss-ovih kvadraturnih formula nastala je od
strane Milovanovi�a, Cvetkovi�a i Stani�eve, koji su definisali naqin konstru-
isa�a kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa za trigonometrijske polinome, sa
posebnim osvrtom na parne te�inske funkcije (videti [42], [13]).

Tako�e, uopxte�e koje je za nax rad interesantno, odnosi se na pove�a�e broja po-
smatranih te�inskih funkcija. Naime, Borges je u radu [4] definisao optimalni
skup kvadraturnih formula koje istovremeno daju aproksimaciju vixe razliqitih
integrala koji su povezani istim intervalom integracije i istim integrandom, ali
se razlikuju po te�inskim funkcijama.

Kako �emo u nastavku qesto koristiti pojam skalarnog proizvoda, podsetimo se
definicije i nekih osnovnih osobina.

Definicija 0.1. Neka je X linearan vektorski prostor funkcija nad po	em ska-
lara K,K ∈ {R,C}. Preslikava�e (·, ·) : X × X → K se naziva skalarni proizvod
ukoliko su zadovo	ene slede�e osobine:

1) (x, x) > 0, (x, x) = 0⇔ x = 0;

2) (x, y) = (y, x);

3) (cx, y) = c(x, y);

4) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);

za sve x, y, x1, x2 ∈ X i svako c ∈ K. Prostor snabdeven skalarnim proizvodom naziva
se unitarnim.

Jedna od najznaqajnijih osobina skalarnog proizvoda je nejednakost Cauchy-
Schwarz-Bunyakovsky-og (videti [46], [34]):

(4) |(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖, x, y ∈ X,

2



pri qemu je norma data sa ‖x‖ =
√

(x, x).
Za skup A ⊂ X ka�emo da je ortogonalni sistem ako je (x, y) = 0, za sve x, y ∈ A.

Ukoliko uz to va�i (x, x) = 1, za svako x ∈ A, onda je A ortonormiran.

3



1 Ortogonalni polinomi

Jednu od najznaqajnijih uloga u numeriqkoj integraciji igraju ortogonalni poli-
nomi. �ihova glavna primena le�i u procesu konstruisa�a kvadraturnih formula,
o qemu �e biti vixe reqi u tre�oj glavi.

1.1 Algebarski ortogonalni polinomi

Oznaqimo sa µ neopadaju�u ograniqenu funkciju na realnoj pravoj R, za koju je
indukovana pozitivna mera dµ takva da ima sve momente

(5) µk =

∫
R
xkdµ(x), k = 0, 1, . . .

konaqne i µ0 > 0. Pored toga, pretpostavimo da distribucija µ ima beskonaqno
mnogo taqaka rasta, odnosno da skup

{x ∈ R |µ(x+ ε)− µ(x− ε) > 0 za sve ε > 0}

sadr�i beskonaqno mnogo elemenata. Ovaj skup nazivamo nosaqem mere dµ i oznaqa-
vamo ga sa supp(dµ).

U primeni je qesto distribucija µ apsolutno neprekidna funkcija, pa se uvodi
pojam te�inske funkcije u(x) = µ′(x). Tada se mera dµ mo�e predstaviti u obliku
dµ(x) = u(x)dx, pri qemu je te�inska funkcija nenegativna, mer	iva u Lebesgue-
ovom smislu na prostoru R, svi momenti µk, k ∈ N0, postoje i va�i µ0 > 0.

Uvedimo skalarni proizvod u odnosu na te�insku funkciju u sa

(6) 〈f, g〉u =

∫
R
f(x)g(x)u(x)dx, f, g ∈ P .

Definicija 1.1. Sistem polinoma {Pn(x)}n∈N0
, oblika Pn(x) = γnx

n +
∑n−1

i=0 aix
i,

γn > 0, a za koje va�i

(7) 〈Pn, Pk〉u = δnk =

{
0, n 6= k,
1, n = k,

n, k > 0,

naziva se sistem ortonormiranih polinoma u odnosu na te�insku funkciju u, a
broj γn vode�i koeficijent polinoma Pn.

Qesto se umesto polinoma Pn(x) koriste moniqni ortogonalni polinomi pn(x) =
Pn(x)
γn

= xn +
∑n−1

i=0 bix
i, za koje va�i 〈pn, pn〉u =

〈
Pn

γn
, Pn

γn

〉
u

= 1
γ2n

> 0. Jedinstvenost

ovih polinoma sledi iz pozitivne definitnosti skalarnog proizvoda (6) (videti
[23]). Jedan od naqina konstruisa�a moniqnih ortogonalnih polinoma jeste primena
Gram-Schmidt-ovog postupka ortogonalizacije na skup U = {1, x, x2, . . .}. Odgova-
raju�a Gram-ova matrica se mo�e predstaviti pomo�u momenata datih sa (5) na
slede�i naqin

(8) Gn+1 =


µ0 µ1 · · · µn
µ1 µ2 · · · µn+1
...

...
. . .

...
µn µn+1 · · · µ2n

 .
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Kako je sistem U linearno nezavisan, to je determinanta Gram-ove matrice pozi-
tivna za svako n ∈ N.

Jednu od najznaqajnijih uloga za lakxe konstruisa�e ortogonalnih polinoma
igra troqlana rekurentna relacija koju ovi polinomi zadovo	avaju i koju navodimo
u slede�im teoremama. �ihovi dokazi se mogu na�i u [34], [8], [23], [33] i mnogim
drugim k�igama vezanim za ortogonalne polinome.

Teorema 1.1. Ortonormirani polinomi {Pk}k∈N0
, qija se ortogonalnost posmatra

u odnosu na te�insku funkciju u, zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

(9) dk+1Pk+1(x) = (x− ck)Pk(x)− dkPk−1(x), k ∈ N0,

pri qemu je P−1(x) = 0, P0(x) = 1, a koeficijenti ck i dk su dati izrazima

ck =

∫
R
xPk(x)2u(x)dx i dk =

∫
R
xPk−1(x)Pk(x)u(x)dx =

γk−1
γk

.

Teorema 1.2. Moniqni ortogonalni polinomi {pk}k∈N0
, koji su ortogonalni u o-

dnosu na te�insku funkciju u, zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaciju

(10) pk+1(x) = (x− ak)pk(x)− bkpk−1(x), k ∈ N0,

pri qemu je p−1(x) = 0, p0(x) = 1, ak = ck i bk = d 2
k > 0.

Iz uslova ortogonalnosti posmatranih polinoma dobijamo slede�e formule za
koeficijente ak (k ∈ N0) i bk (k ∈ N):

(11) ak =
〈xpk, pk〉u
〈pk, pk〉u

, bk =
〈pk, pk〉u
〈pk−1, pk−1〉u

,

dok se poqetni koeficijent b0 mo�e izabrati proizvo	no, a najqex�e se u praksi
uzima b0 = µ0 =

∫
R u(x)dx.

Me�aju�i k = 0, 1, . . . , n− 1 u rekurentnoj relaciji (9), dobijamo slede�i sistem
jednaqina

(12) xPn(x) = JnPn(x) + dnPn(x)en,

gde su

Jn =


c0 d1 0
d1 c1 d2

d2 c2
. . .

. . . . . . dn−1
0 dn−1 cn−1

 , Pn(x) =


P0(x)
P1(x)
P2(x)
...

Pn−1(x)

 , en =


0
0
0
...
1

 .
Trodijagonalna matrica Jn naziva se Jacobi-jeva matrica. Iz sistema (12) vidimo
da je Pn(x) = 0 ako i samo ako je xPn(x) = JnPn(x), odakle zak	uqujemo da su nule
xk, k = 1, . . . , n, polinoma Pn zapravo sopstvene vrednosti Jacobi-jeve matrice Jn.
Sopstveni vektori, koji odgovaraju sopstvenim vrednostima xk, dati su sa Pn(xk),
k = 1, . . . , n. Time smo dokazali slede�u lemu.

Lema 1.1. Nule xk, k = 1, . . . , n, polinoma Pn su sopstvene vrednosti Jacobi-
jeve matrice Jn, reda n, dok su odgovaraju�i sopstveni vektori dati sa Pn(xk),
k = 1, . . . , n.
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1.2 Trigonometrijski ortogonalni polinomi

Dobro je poznato da je za konstruisa�e kvadraturnih formula sa maksimal-
nim algebarskim stepenom taqnosti potrebno razmatrati ortogonalnost u prostoru
algebarskih polinoma. U skladu s tim, potreba za izraqunava�em ortogonalnih si-
stema trigonometrijskih polinoma javila se prilikom konstruisa�a kvadraturnih
formula sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom taqnosti. U nastavku �emo
odvojeno posmatrati sistem trigonometrijskih polinoma celobrojnog stepena

T = {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . .}

od sistema trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena

T 1/2 =

{
cos

1

2
x, sin

1

2
x, . . . , cos

(
n+

1

2

)
x, sin

(
n+

1

2

)
x, . . .

}
.

Trigonometrijske funkcije oblika

(13) tn(x) = c0 +
n∑
k=1

(ck cos kx+ dk sin kx) , ck, dk ∈ R, |cn|+ |dn| 6= 0

nazivaju setrigonometrijski polinomi celobrojnog stepena n. Kao xto je na poqet-
ku reqeno, sa Tn, n ∈ N0, oznaqavamo skup svih trigonometrijskih polinoma stepena
ma�eg ili jednakog n, odnosno lineal L{cos kx, sin kx | k = 0, 1, . . . , n}.

Sliqno, trigonometrijske funkcije oblika

(14) tn+1/2(x) =
n∑
k=0

(
ck cos

(
k +

1

2

)
x+ dk sin

(
k +

1

2

)
x

)
,

za koje je ck, dk ∈ R, |cn| + |dn| 6= 0, nazivaju se trigonometrijski polinomi polu-
celobrojnog stepena n+ 1/2. Skup svih trigonometrijskih polinoma polu-celobroj-

nog stepena ma�eg ili jednakog n+1/2 oznaqava�emo sa T 1/2
n , n ∈ N0, odnosno T 1/2

n =
L
{

cos
(
k + 1

2

)
x, sin

(
k + 1

2

)
x | k = 0, 1, . . . , n

}
.

U nastavku �emo posmatrati trigonometrijske polinome celobrojnog i polu-
celobrojnog stepena na intervalima [−π, π) i [0, 2π).

1.2.1 Ortogonalni trigonometrijski polinomi celobrojnog stepena

Trigonometrijski polinom (13) mo�e se zapisati u obliku

(15) An(x) = A
2n−1∏
k=0

sin
x− τk

2
, A 6= 0,

gde su sa τ0, τ1, . . . , τ2n−1 oznaqene nule trigonometrijske funkcije (13), koje le�e u
traci −π 6 Re τ < π (videti [10], [33]). Oqigledno je stepen ovog trigonometrijskog
polinoma jednak n. S druge strane, svaki trigonometrijski polinom oblika (13)
stepena n mo�e se predstaviti pomo�u algebarskog polinoma q, stepena 2n, u obliku
tn(x) = e−inxq

(
eix
)
(videti [43]).
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Kako bismo definisali ortogonalne trigonometrijske polinome celobrojnog ste-
pena, potrebno je najpre uvesti skalarni proizvod trigonometrijskih polinoma f i
g, na prostoru T , sa

(16) 〈f, g〉w =

∫ π

−π
f(x)g(x)w(x)dx,

gde je w(x) te�inska funkcija na intervalu [−π, π).

Definicija 1.2. Sistem {An}n∈N0
trigonometrijskih polinoma celobrojnog ste-

pena, An ∈ Tn, ortogonalan je u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu
[−π, π) ako i samo ako je 〈An, Ak〉w = 0 za sve k < n, k ∈ N0, n ∈ N.

Na osnovu prethodne definicije mo�emo zak	uqiti da je An ortogonalni trigo-
nometrijski polinom stepena n ukoliko je ortogonalan na svakom elementu prostora
Tn−1, tj. ako va�i

(17)

∫ π

−π
An(x)Ak(x)w(x)dx = 0, 0 6 k < n.

Kako je dimenzija prostora Tn−1 jednaka 2n−1, a broj nepoznatih koeficijenata tri-
gonometrijskog polinoma An jednak 2n+ 1, to se za jedinstvenost trigonometrijskog
polinoma An moraju postaviti dodatni uslovi koje navodimo u slede�oj teoremi.

Teorema 1.3. Trigonometrijski polinom stepena n oblika

(18) An(x) = c0 +
n∑
k=1

(ck cos kx+ dk sin kx) ,

koji je ortogonalan na svim trigonometrijskim polinomima prostora Tn−1, na in-
tervalu [−π, π), u odnosu na te�insku funkciju w, jednoznaqno je odre�en ukoliko
su unapred zadate vrednosti vode�ih koeficijenata cn i dn.

Specijalno, ako vode�im koeficijentima dodelimo vrednosti cn = 1 i dn = 0,
odnosno cn = 0 i dn = 1, dobijamo trigonometrijske polinome

ACn (x) = cosnx+
n−1∑
k=1

(
c
(n)
k cos kx+ d

(n)
k sin kx

)
+ c

(n)
0 ,(19)

ASn(x) = sinnx+
n−1∑
k=1

(
f
(n)
k cos kx+ g

(n)
k sin kx

)
+ f

(n)
0 ,(20)

respektivno.
Za nule trigonometrijskog polinoma va�i slede�a teorema.

Teorema 1.4. Trigonometrijski polinom An celobrojnog stepena n, koji je ortogo-
nalan u odnosu na skalarni proizvod (16), ima taqno 2n razliqitih prostih nula
u intervalu [−π, π).

Dokazi teorema 1.3 i 1.4 mogu se na�i u radu [70].
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Rekurentne relacije. Kao xto smo u poglav	u 1.1 videli, algebarski ortogo-
nalni polinomi zadovo	avaju troqlane rekurentne relacije koje igraju bitnu ulogu
u �ihovom konstruisa�u. Za razliku od algebarskih, ortogonalni trigonometrijski
polinomi zadovo	avaju petoqlane rekurentne relacije.

Uvedimo najpre slede�e oznake, za k, l ∈ N0:

ICk =
〈
ACk , A

C
k

〉
w
, JCk,l =

〈
2 cosxACk , A

C
l

〉
w
,

ISk =
〈
ASk , A

S
k

〉
w
, JSk,l =

〈
2 cosxASk , A

S
l

〉
w
,

Ik =
〈
ACk , A

S
k

〉
w
, Jk,l =

〈
2 cosxACk , A

S
l

〉
w
.

Naredna teorema daje vezu izme�u uzastopnih qlanova sistema ortogonalnih trigo-
nometrijskih polinoma celobrojnog stepena (videti [69]).

Teorema 1.5. Trigonometrijski polinomi ACk (x) i ASk (x), k > 1, koji su ortogo-
nalni u odnosu na skalarni proizvod (16), zadovo	avaju rekurentne relacije

ACk (x) =
(

2 cosx− α(1)
k

)
ACk−1(x)− β(1)

k ASk−1(x)− α(2)
k ACk−2(x)− β(2)

k ASk−2(x),(21)

ASk (x) =
(

2 cosx− δ(1)k

)
ASk−1(x)− γ(1)k ACk−1(x)− δ(2)k ASk−2(x)− γ(2)k ACk−2(x),(22)

qiji koeficijenti α
(j)
k , β

(j)
k , γ

(j)
k , δ

(j)
k , k > 1, j = 1, 2, predstav	aju rexe�a sistema

linearnih jednaqina

JCk−1,k−j = α
(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j,

Jk−j,k−1 = γ
(j)
k ICk−j + δ

(j)
k Ik−j, JSk−1,k−j = γ

(j)
k Ik−j + δ

(j)
k ISk−j,

pri qemu va�i α
(2)
1 = β

(2)
1 = γ

(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.

Dokaz. Polinomi ACi (x) i ASi (x), i = 0, 1, . . . , k, su linearno nezavisni, pa se izraz
2 cosxACk−1(x) mo�e predstaviti u obliku

(23) 2 cosxACk−1(x) = ACk (x) +
k−1∑
i=0

(
α
(k−i)
k ACi (x) + β

(k−i)
k ASi (x)

)
.

Koriste�i uslove ortogonalnosti, mno�e�em obe strane prethodne jednakosti sa
w(x)ACi (x) i w(x)ASi (x), redom, a zatim integra	e�em na [−π, π) dobijamo homogene
sisteme linearnih jednaqina

α
(k−i)
k ICi + β

(k−i)
k Ii = 0, α

(k−i)
k Ii + β

(k−i)
k ISi = 0,

sa nepoznatim koeficijentima α
(k−i)
k , β

(k−i)
k , i = 0, 1, . . . , k − 3. Potrebno je pokazati

da su �ihove determinante

Di =

(∫ π

−π

(
ACi (x)

)2
w(x)dx

)
·
(∫ π

−π

(
ASi (x)

)2
w(x)dx

)
−
(∫ π

−π
ACi (x)ASi (x)w(x)dx

)2

,

razliqite od nule, za svako i = 0, 1, . . . , k − 3. Ova osobina direktno sledi iz inte-
gralne nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og (videti [46]):(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6

(∫ b

a

f 2(x)dx

)
·
(∫ b

a

g2(x)dx

)
, f, g ∈ L2[a, b],
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pri qemu znak jednakosti va�i ako i samo ako su f i g linearno zavisne funkcije.
Kako je Di 6= 0, i = 0, 1, . . . , k − 3, to prethodni sistemi imaju samo trivijalna

rexe�a α
(k−i)
k = β

(k−i)
k = 0, i = 0, 1, . . . , k − 3, pa se izraz (23) svodi na

2 cosxACk−1(x) = ACk (x) + α
(1)
k ACk−1(x) + β

(1)
k ASk−1(x) + α

(2)
k ACk−2(x) + β

(2)
k ASk−2(x),

qime smo pokazali da va�i rekurentna relacija (21).
Sada obe strane posled�e jednakosti pomno�imo sa w(x)ACk−j(x) i w(x)ASk−j(x),

j = 1, 2, a potom integralimo na [−π, π). Time dobijamo slede�e sisteme linearnih
jednaqina, za j = 1, 2:

JCk−1,k−j = α
(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j

sa nepoznatim koeficijentima α
(j)
k , β

(j)
k . Jedinstvenost rexe�a ovih sistema se po-

kazuje na isti naqin kao kod prethodnih.
Rekurentna relacija (22) za ASk (x) se analogno mo�e dokazati.

Parne te�ine. Sada �emo posmatrati xta se dexava sa prethodnim relacijama
kada je te�inska funkcija w(x) parna na intervalu (−π, π). Rezultati koje ovde
navodimo mogu se na�i u [69].

Lema 1.2. Ako je te�inska funkcija w(x) parna na (−π, π), onda za koeficijente u

rekurentnim relacijama (21) i (22) va�i β
(j)
k = 0, γ

(j)
k = 0, j = 1, 2, k ∈ N, odnosno

u izrazima (19) i (20) je d
(n)
k = 0, k = 1, . . . , n− 1, i f

(n)
k = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Dokaz. Krenimo od baze prostora Tn: {1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx}. Prime�u-
ju�i na �u Gram-Schmidt-ov postupak ortogonalizacije u odnosu na skalarni pro-
izvod (16) i koriste�i jednakost∫ π

−π
cos kx sin jxw(x)dx = 0, k ∈ N0, j ∈ N,

zak	uqujemo da se dobijeni sistem ortogonalnih funkcija mo�e razdvojiti na dva
niza: fk, k ∈ N0, koje zavise samo od kosinusnih funkcija, i gj, j ∈ N, koje zavise
samo od sinusnih funkcija. Zbog jedinstvenosti ortogonalnih sistema, dolazimo do
zak	uqka da dobijene funkcije zapravo predstav	aju polinome ACk , k ∈ N0 i ASj ,

j ∈ N. Odavde direktno slede jednakosti d(i)k = 0, k = 1, . . . , i − 1, i ∈ {0, 1, . . . , n},
odnosno f

(i)
j = 0, j = 0, 1, . . . , i− 1, i ∈ {1, . . . , n}, xto dovodi do svo�e�a petoqlanih

relacija (21) i (22) na troqlane rekurentne relacije.

Prethodna lema nam daje slede�e oblike polinoma ACn i ASn, u sluqaju parne
te�inske funkcije na (−π, π):

ACn (x) =
n∑
k=0

c
(n)
k cos kx, c(n)n = 1,(24)

ASn(x) =
n∑
k=1

g
(n)
k sin kx, g(n)n = 1.(25)
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Ovi polinomi zadovo	avaju troqlane rekurentne relacije

ACn (x) =
(
2 cosx− α(1)

n

)
ACn−1(x)− α(2)

n ACn−2(x),

ASn(x) =
(
2 cosx− δ(1)n

)
ASn−1(x)− δ(2)n ASn−2(x),

pri qemu su koeficijenti α
(j)
n , δ

(j)
n , n > 1, j = 1, 2, rexe�a jednaqina

JCn−1,n−j = α(j)
n ICn−j, JSn−1,n−j = δ(j)n ISn−j

i α
(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.

1.2.2 Ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepe-

na

U ovom ode	ku dajemo pregled osobina ortogonalnih trigonometrijskih poli-
noma polu-celobrojnog stepena. Ve�ina �ih je dokazana u radovima [42], [72] i [13].
Na poqetku je ortogonalnost ovih trigonometrijskih polinoma posmatrana na in-
tervalu [0, 2π), a potom je u radu [42] pokazano da se ortogonalni trigonometrijski
polinomi polu-celobrojnog stepena mogu posmatrati na bilo kom intervalu du�ine
2π, tj. intervalu oblika [L,L + 2π), L ∈ R. Kako smo naxe istra�iva�e sprovo-
dili na intervalu [−π, π), to �emo i postoje�e rezultate ovde navoditi na istom
intervalu. Sliqno trigonometrijskim polinomima celobrojnog stepena, svaki tri-
gonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena se mo�e predstaviti u obliku

(26) An+1/2(x) = A
2n∏
k=0

sin
x− τk

2
, A 6= 0,

gde su sa τ0, τ1, . . . , τ2n oznaqene nule trigonometrijske funkcije (14), koje le�e u
traci −π 6 Re τ < π (videti [72]).

U slede�oj lemi navodimo vezu trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog
stepena An+1/2 sa algebarskim polinomom stepena 2n+ 1 (videti [42]).

Lema 1.3. Neka je

(27) An+1/2(x) =
n∑
k=0

(
ck cos

(
k +

1

2

)
x+ dk sin

(
k +

1

2

)
x

)
trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena n+ 1/2 i neka je ak = ck− idk,
k = 0, 1, . . . , n. Tada se An+1/2(x) mo�e predstaviti u slede�em obliku

An+1/2(x) =
1

2
e−i(n+1/2)xQ2n+1

(
eix
)
,

gde je Q2n+1(z) algebarski polinom stepena 2n+ 1 oblika

Q2n+1(z) = an + an−1z + · · ·+ a1z
n−1 + a0z

n + a0z
n+1 + · · ·+ an−1z

2n + anz
2n+1.
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Da bismo definisali ortogonalni sistem trigonometrijskih polinoma polu-
celobrojnog stepena, neophodno je da uvedemo skalarni proizvod u odnosu na koji
�emo posmatrati ortogonalnost.

Pretpostavimo da je w te�inska funkcija, koja je integrabilna i nenegativna
na intervalu [−π, π) i takva da ima vrednost nula samo na skupu mere nula. Uvedimo
skalarni proizvod za posmatranu te�insku funkciju w na slede�i naqin:

(28) 〈f, g〉w =

∫ π

−π
f(x)g(x)w(x)dx, f, g ∈ T 1/2.

Definicija 1.3. Niz polinoma
{
Ak+1/2

}
k∈N0

, Ak+1/2 ∈ T 1/2
k , predstav	a sistem

ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena, sa ortogo-
nalnox�u u odnosu na skalarni proizvod (28), ako i samo ako je

〈
Ak+1/2, Aj+1/2

〉
w

= 0
za sve 0 6 j < k, k ∈ N.

Na osnovu definicije vidimo da je An+1/2 ortogonalni trigonometrijski po-
linom polu-celobrojnog stepena n + 1/2 ako je ortogonalan na svim polinomima

prostora T 1/2
n−1 u odnosu na te�insku funkciju w na [−π, π), odnosno ako va�i∫ π

−π
An+1/2(x)t(x)w(x)dx = 0, t ∈ T 1/2

n−1.

Kako je dimenzija prostora T 1/2
n−1 jednaka 2n, a broj nepoznatih koeficijenata

trigonometrijskog polinoma An+1/2 jednak 2n+2, to se dva koeficijenta mogu proi-
zvo	no izabrati. Kao i u sluqaju trigonometrijskih polinoma celobrojnog stepena,
izabra�emo da to budu koeficijenti cn i dn, koje �emo na da	e zvati vode�im koefi-
cijentima trigonometrijskog polinoma polu-celobrojnog stepena An+1/2. Ovo nas
dovodi do slede�e teoreme, qiji se dokaz mo�e na�i u [72].

Teorema 1.6. Trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena An+1/2, ortogo-

nalan na svim trigonometrijskim polinomima prostora T 1/2
n−1 u odnosu na te�in-

sku funkciju w na intervalu [−π, π), jedinstveno je odre�en ukoliko su unapred
zadate vrednosti vode�ih koeficijenata cn i dn.

Izborom vrednosti 1 i 0, odnosno 0 i 1, za vode�e koeficijente cn i dn, redom,
dobijamo trigonometrijske polinome polu-celobrojnog stepena koji �e nam biti od
velike koristi u da	em radu, pa �emo za �ih uvesti odgovaraju�e oznake ACn+1/2,

odnosno ASn+1/2.

Teorema 1.7. Trigonometrijski polinom polu-celobrojnog stepena An+1/2, koji je
ortogonalan u odnosu na skalarni proizvod (28), ima taqno 2n+1 razliqitu prostu
nulu u intervalu [−π, π).

Dokaz. Najpre, iz uslova ortogonalnosti∫ π

−π
An+1/2(x) sin

x

2
w(x)dx = 0

mo�emo primetiti da trigonometrijski polinom An+1/2(x) na intervalu [−π, π) mo-
ra imati bar jednu nulu neparnog stepena jer, u suprotnom, integrand ne bi me�ao
znak na posmatranom intervalu.
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Pretpostavimo da polinom An+1/2 ima 2r − 1 nulu neparne vixestrukosti u in-
tervalu [−π, π), gde je r 6 n. Oznaqimo ih sa y1, . . . , y2r−1 i uvedimo funkciju

t(x) =
2r−1∏
k=1

sin
x− yk

2
.

Oqigledno je t ∈ T 1/2
n−1, pa iz uslova ortogonalnosti sledi∫ π

−π
An+1/2(x)t(x)w(x)dx = 0,

xto je nemogu�e jer integrand na intervalu [−π, π) ne me�a znak.
Pretpostavimo sada da polinom An+1/2 ima 2r nula neparne vixestrukosti u

intervalu [−π, π), za r 6 n − 1, i oznaqimo ih sa y1, . . . , y2r. Ako uvedemo funkciju
t(x) sa

t(x) = sin
x

2

2r∏
k=1

sin
x− yk

2

(
t ∈ T 1/2

n−1

)
,

koriste�i iste argumente kao u prethodnom sluqaju dolazimo do kontradikcije.
Ostaje jox da proverimo da li je 2n mogu�i broj nula neparne vixestrukosti po-

linoma An+1/2, na intervalu [−π, π). Neka su y1, . . . , y2n te nule, pore�ane u rastu�em
poretku. Ukoliko bi bilo y1 = 0, funkcija

t(x) =
2n∏
k=2

sin
x− yk

2

bi pripadala prostoru T 1/2
n−1, pa bi se razmatra�e svelo na prvi sluqaj. Me�utim,

ni sluqaj y1 6= 0 nije mogu�. Ako polinom An+1/2 posmatramo u obliku (27), imamo
slede�e

An+1/2(x+ 2π) =
n∑
k=0

(
ck cos

(
k +

1

2

)
(x+ 2π) + dk sin

(
k +

1

2

)
(x+ 2π)

)
=

n∑
k=0

(
−ck cos

(
k +

1

2

)
x− dk sin

(
k +

1

2

)
x

)
.

Dakle, va�i jednakost An+1/2(x + 2π) = −An+1/2(x), odakle za x = −π dobijamo
An+1/2(π) = −An+1/2(−π), xto znaqi da polinom An+1/2 mora imati neparan broj
promena znaka na intervalu [−π, π).

Lema 1.4. Ako je
{
An+1/2

}
n∈N0

niz trigonometrijskih polinoma polu-celobrojnog

stepena ortogonalnih u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu [−π, π),

tada je
{
Ãn+1/2

}
n∈N0

, za Ãn+1/2(x) = An+1/2(x− L− π), n ∈ N0, L ∈ R, niz tri-

gonometrijskih polinoma polu-celobrojnog stepena ortogonalnih na intervalu
[L,L+ 2π), u odnosu na te�insku funkciju w̃(x) = w(x− L− π), x ∈ [L,L+ 2π).
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Rekurentne relacije. U ode	ku 1.2.1 smo pokazali da ortogonalni trigonome-
trijski polinomi celobrojnog stepena zadovo	avaju petoqlane rekurentne relacije.
Istu osobinu imaju i ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog ste-
pena, pa �emo za poqetak uvesti iste oznake za odre�ene skalarne proizvode kao u
ode	ku 1.2.1. Kako �emo ih koristiti samo u okviru ovog ode	ka, ne�e biti zabune
na koje polinome se odnose.

Dakle, za k, l ∈ N0 imamo

ICk =
〈
ACk+1/2, A

C
k+1/2

〉
w
, JCk,l =

〈
2 cosxACk+1/2, A

C
l+1/2

〉
w
,

ISk =
〈
ASk+1/2, A

S
k+1/2

〉
w
, JSk,l =

〈
2 cosxASk+1/2, A

S
l+1/2

〉
w
,

Ik =
〈
ACk+1/2, A

S
k+1/2

〉
w
, Jk,l =

〈
2 cosxACk+1/2, A

S
l+1/2

〉
w
.

Dokaz slede�e teoreme se sprovodi potpuno analogno dokazu teoreme 1.5, pa ga
ovde ne�emo navoditi (mo�e se na�i u [42], [13], [41]).

Teorema 1.8. Trigonometrijski polinomi polu-celobrojnog stepena ACk+1/2(x) i

ASk+1/2(x), k > 1, koji su ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (28), zadovo	a-
vaju rekurentne relacije

ACk+1/2(x) =
(

2 cosx− α(1)
k

)
ACk−1/2(x)− β(1)

k ASk−1/2(x)(29)

−α(2)
k ACk−3/2(x)− β(2)

k ASk−3/2(x),

ASk+1/2(x) =
(

2 cosx− δ(1)k

)
ASk−1/2(x)− γ(1)k ACk−1/2(x)(30)

−δ(2)k ASk−3/2(x)− γ(2)k ACk−3/2(x),

qiji koeficijenti α
(j)
k , β

(j)
k , γ

(j)
k , δ

(j)
k , k > 1, j = 1, 2, predstav	aju rexe�a sistema

linearnih jednaqina

JCk−1,k−j = α
(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j,

Jk−j,k−1 = γ
(j)
k ICk−j + δ

(j)
k Ik−j, JSk−1,k−j = γ

(j)
k Ik−j + δ

(j)
k ISk−j,

pri qemu va�i α
(2)
1 = β

(2)
1 = γ

(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.

Slede�a lema daje vezu izme�u skalarnih proizvoda qije smo oznake uveli na
poqetku ovog ode	ka (videti [42]).

Lema 1.5. Za n > 1 va�e slede�e jednakosti

JCn,n−1 = ICn , JSn,n−1 = ISn , Jn,n−1 = In.

Dokaz. Koriste�i rekurentne relacije (29) i (30), iz uslova ortogonalnosti do-
bijamo

ICn =
〈
ACn+1/2, A

C
n+1/2

〉
w

=
〈
2 cosxACn−1+1/2, A

C
n+1/2

〉
w

= JCn,n−1.

Ostale dve jednakosti se sliqno dokazuju.

Dakle, za izraqunava�e koeficijenata u rekurentnim relacijama (29) i (30)
potrebni su nam integrali ICn , I

S
n , In, J

C
n,n, J

S
n,n i Jn,n, pa radi kra�eg zapisa uvodimo

slede�e oznake:
JCn = JCn,n, JSn = JSn,n, Jn = Jn,n.

Sada, direktno iz teoreme 1.8 i leme 1.5 izvodimo slede�u posledicu (videti [42]).
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Posledica 1. Koeficijenti u rekurentnim relacijama (29) i (30) mogu se raqu-
nati po slede�im formulama

α
(1)
k =

ISk−1J
C
k−1 − Ik−1Jk−1
Dk−1

, α
(2)
k =

ICk−1I
S
k−2 − Ik−1Ik−2
Dk−2

,

β
(1)
k =

ICk−1Jk−1 − Ik−1JCk−1
Dk−1

, β
(2)
k =

Ik−1I
C
k−2 − ICk−1Ik−2
Dk−2

,

γ
(1)
k =

ISk−1Jk−1 − Ik−1JSk−1
Dk−1

, γ
(2)
k =

Ik−1I
S
k−2 − ISk−1Ik−2
Dk−2

,

δ
(1)
k =

ICk−1J
S
k−1 − Ik−1Jk−1
Dk−1

, δ
(2)
k =

ISk−1I
C
k−2 − Ik−1Ik−2
Dk−2

,

pri qemu je
Dk−j = ICk−jI

S
k−j − I2k−j, j = 1, 2, k ∈ N.

Parne te�inske funkcije. Posebno �emo izdvojiti sluqaj kada je te�inska
funkcija simetriqna na intervalu [−π, π), odnosno kada je w(x) = w(−x), x ∈
(−π, π). Rezultati koje ovde navodimo mogu se na�i u radu [42].

Lema 1.6. Ako je te�inska funkcija w(x) parna na intervalu [−π, π), onda za

koeficijente u rekurentnim relacijama (29) i (30) va�e jednakosti β
(j)
k = 0,

γ
(j)
k = 0, j = 1, 2, k ∈ N. Tako�e, polinomi ACk+1/2(x) i ASk+1/2(x) su qisto kosinusni,
odnosno qisto sinusni trigonometrijski polinomi.

Dokaz. Dokaz se sprovodi analogno dokazu leme 1.2 (videti [42]).

Na osnovu prethodne leme vidimo da se u sluqaju simetriqne te�inske funkcije
rekurentne relacije (29) i (30) svode na troqlane rekurentne relacije

ACk+1/2(x) =
(

2 cosx− α(1)
k

)
ACk−1/2(x)− α(2)

k ACk−3/2(x),(31)

ASk+1/2(x) =
(

2 cosx− δ(1)k

)
ASk−1/2(x)− δ(2)k ASk−3/2(x),(32)

a trigonometrijski polinomi ACn+1/2 i A
S
n+1/2 dobijaju oblike

ACn+1/2(x) =
n∑
k=0

c
(n)
k cos

(
k +

1

2

)
x, c(n)n = 1,(33)

ASn+1/2(x) =
n∑
k=0

g
(n)
k sin

(
k +

1

2

)
x, g(n)n = 1.(34)

Iz posled�ih formula neposredno sledi naredni rezultat.

Lema 1.7. Za svako k ∈ N0 va�i

ACk+1/2(π) = 0, ASk+1/2(0) = 0.

14



2 Kvadraturne formule

U uvodnom delu rada uveli smo pojam kvadraturne formule, kao i �enih parame-
tara - qvorova i te�inskih koeficijenata. U ovoj glavi �emo dati pregled osnovnih
rezultata vezanih za kvadraturne formule Gauss-ovog tipa. Glava je pode	ena u dva
dela - prvi posve�en osobinama i naqinu formira�a kvadraturnih formula za al-
gebarske polinome, a drugi kvadraturama na prostoru trigonometrijskih polinoma.

2.1 Gauss-ove kvadraturne formule za algebarske polinome

Kao xto je na poqetku reqeno, sa P obele�avamo skup svih algebarskih polinoma,
dok je Pn ⊂ P , n ∈ N0, oznaka rezervisana za skup svih algebarskih polinoma stepena
ne vixeg od n.

Neka je te�inska funkcija u nenegativna i integrabilna na intervalu [a, b) i
takva da uzima vrednost nula samo na skupu mere nula. Odgovaraju�a kvadraturna
formula sa n qvorova je oblika

(35)

∫ b

a

f(x)u(x)dx =
n∑
k=1

ωkf(xk) +Rnf.

Definicija 2.1. Za kvadraturnu formulu (35) ka�emo da ima algebarski stepen
taqnosti d ako za sve p ∈ Pd va�i Rnp = 0 i ako postoji polinom q ∈ Pd+1 takav
da je Rnq 6= 0.

Postoje dva pristupa u konstruisa�u ovih formula. U prvom sluqaju se podra-
zumeva da su qvorovi unapred zadati, dok se te�inski koeficijenti odre�uju iz
uslova postiza�a maksimalnog stepena taqnosti. Ukoliko se u ovom postupku kori-
ste interpolacioni polinomi, za odgovaraju�u kvadraturnu formulu ka�emo da je
interpolacionog tipa. Maksimalni mogu�i stepen taqnosti kvadraturne formule
sa n qvorova je 2n − 1, pa se za drugi naqin �ihove konstrukcije pri odre�iva�u
te�inskih koeficijenata i qvorova (koji ovog puta nisu fiksirani unapred) to
postav	a kao uslov. Formula koja posti�e ovu taqnost se naziva Gauss-ovom ili
Gauss-Christoffel-ovom kvadraturnom formulom.

Pretpostavimo da su qvorovi xk, k = 1, . . . , n, unapred fiksirane taqke inter-
vala [a, b]. Te�inske koeficijente ωk, k = 1, . . . , n, odredi�emo iz uslova postiza�a
maksimalnog algebarskog stepena taqnosti kvadraturne formule. Nad datim sku-
pom qvorova {xk | k = 1, . . . , n} mo�emo formirati Lagrange-ov interpolacioni
polinom

(36) Ln(x) =
n∑
k=1

f(xk)`k(x),

gde je

`k(x) =
n∏

i=1
i6=k

x− xi
xk − xi

, k = 1, . . . , n.
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Ako jednakost (36) pomno�imo sa u(x) sa obe strane i integralimo na intervalu
[a, b], dobijamo formulu za izraqunava�e te�inskih koeficijenata

(37) ωk =

∫ b

a

n∏
i=1
i6=k

x− xi
xk − xi

u(x)dx, k = 1, . . . , n.

Kvadraturna formula dobijena ovim postupkom je interpolacionog tipa i ima al-
gebarski stepen taqnosti d = n− 1. Osnovne interpolacione kvadraturne formule
nazivaju se Newton-Cotes-ove i imaju osobinu da su im qvorovi izabrani ekvidi-
stantno.

U ci	u pove�a�a taqnosti kvadraturnih formula, prva ideja koja se name�e je
da se qvorovi ne fiksiraju unapred. Va�nu ulogu u ovakvom pristupu problemu
formira�a kvadratura igraju ortogonalni polinomi, qije smo osobine naveli u
poglav	u 1.1. Navedimo najpre teoremu qiji je dokaz dao Jacobi 1826. godine (videti
[23], [22], [33]).

Teorema 2.1. Za dati prirodan broj m 6 n kvadraturna formula oblika (35) ima
algebarski stepen taqnosti d = m+ n− 1 ako i samo ako su ispu�eni uslovi:

(i) formula (35) je interpolacionog tipa;

(ii) polinom qn(x) =
∏n

k=1 (x− xk) zadovo	ava jednakost

〈qn, p〉u =

∫ b

a

qn(x)p(x)u(x)dx = 0 za sve p ∈ Pm−1.

Iz teoreme vidimo da je optimalna vrednost m = n, kada kvadraturna formula
posti�e maksimalni algebarski stepen taqnosti 2n − 1. Vrednosti m > n nisu
mogu�e. Recimo, u sluqaju m = n + 1 bi zbog drugog uslova teoreme polinom qn bio
ortogonalan na samom sebi, xto je nemogu�e.

Prve ideje ovakvog naqina konstruisa�a kvadraturnih formula, gde se iz uslova
maksimalne mogu�e taqnosti odre�uju qvorovi i te�inski koeficijenti, vuku ko-
rene jox iz XVII veka. Osla�aju�i se na radove Newton-a i Cotes-a, kao i na svoj
rad o hipergeometrijskim razvojima, Gauss je razvio ovaj quveni metod numeriqke
integracije. Godine 1826. te rezultate je po formi pojednostavio Jacobi.

Iz uslova ortogonalnosti (ii) teoreme 2.1, u optimalnom sluqaju m = n, sledi da
polinom qn mora biti moniqni polinom pn, ortogonalan u odnosu na te�insku funk-
ciju u. Odatle zak	uqujemo da su qvorovi Gauss-ove kvadraturne formule zapravo
nule moniqnog ortogonalnog polinoma u odnosu na navedenu te�insku funkciju.
Te�inski koeficijenti ωk se sada mogu predstaviti u obliku (videti [21], [33])

ωk =

(
n−1∑
i=1

Pi (xk)
2

)−1
, k = 1, . . . , n,

gde je Pi(x) ortonormirani polinom u odnosu na posmatranu te�insku funkciju
u(x). Dakle, svi te�inski koeficijenti su pozitivni.
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Postoji vixe metoda za numeriqku konstrukciju Gauss-ovih kvadraturnih for-
mula. Najpoznatiji je metod Golub-a i Welsch-a [24], koji se bazira na primeni QR
algoritma za odre�iva�e sopstvenih vrednosti simetriqne trodijagonalne Jacobi-
jeve matrice i prvih komponenti �enih sopstvenih vektora. Slede�om teoremom
data je veza izme�u parametara kvadraturne formule i sopstvenih vrednosti i sop-
stvenih vektora pomenute Jacobi-jeve matrice.

Teorema 2.2. Qvorovi xk, k = 1, . . . , n, u Gauss-ovoj kvadraturnoj formuli (35) su
sopstvene vrednosti Jacobi-jeve matrice

(38) Jn =


a0

√
b1 0√

b1 a1
√
b2

√
b2 a2

. . .
. . . . . .

√
bn−1

0
√
bn−1 an−1

 ,

gde su ak i bk, k = 0, 1, . . . , n− 1, koeficijenti troqlane rekurentne relacije (10),
koju zadovo	avaju moniqni ortogonalni polinomi pk. Te�inski koeficijenti ωk
dati su sa

ωk = b0v
2
k,1, k = 1, . . . , n,

pri qemu je b0 = µ0, dok vk,1 predstav	a prvu komponentu normalizovanog sopstve-
nog vektora vk koji odgovara sopstvenoj vrednosti xk, odnosno

Jnvk = xkvk, vTk vk = 1, k = 1, . . . , n.

Slede�i rezultat, koji va�i za ostatak Rnf Gauss-ove kvadraturne formule,
mo�e se na�i u [34], [23], [33].

Teorema 2.3. Neka je f ∈ C2n[a, b]. Tada postoji ξ ∈ (a, b) tako da va�i

Rnf =
‖p2n‖
(2n)!

f (2n)(ξ),

gde je pn moniqni polinom ortogonalan u odnosu na te�insku funkciju u.

2.2 Gauss-ove kvadraturne formule za trigonometrijske po-

linome

Jedno od uopxte�a kvadraturnih formula razmatranih u prethodnom poglav	u
predstav	aju upravo kvadrature sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom ta-
qnosti. Kvadraturne formule Gauss-ovog tipa konstruisane na prostoru trigono-
metrijskih polinoma su veoma va�ne zbog svoje xiroke primene. Neki od radova u
kojima su one izuqavane su [10], [11], [29], [40], [41], [42], [47], [48], [49], [51], [72].

Pretpostavimo da je w(x) nenegativna i integrabilna te�inska funkcija na
intervalu [−π, π), koja uzima vrednost nula samo na skupu mere nula. Sliqno alge-
barskom stepenu taqnosti uvodi se pojam trigonometrijskog stepena taqnosti kva-
draturne formule.
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Definicija 2.2. Neka je −π 6 τ0 < τ1 < . . . < τn < π. Kvadraturna formula

(39)

∫ π

−π
f(x)w(x)dx =

n∑
k=0

σkf(τk) + R̂nf,

ima trigonometrijski stepen taqnosti d ako va�i R̂nt = 0, za sve trigonome-
trijske polinome t ∈ Td, i ako postoji polinom g ∈ Td+1 takav da je R̂ng 6= 0.

Pomenuta kvadraturna formula mo�e se posmatrati na bilo kom intervalu obli-
ka [L,L+2π), L ∈ R, xto je pokazano u radu [42]. U radu [72] Turetzkii je posmatrao
kvadraturne formule na intervalu [0, 2π).

Za razliku od algebarskog stepena taqnosti, maksimalan trigonometrijski ste-
pen taqnosti kvadraturnih formula sa n + 1 qvorom je n. Kvadraturne formule
koje posti�u ovu taqnost nazivaju se kvadraturama Gauss-ovog tipa za trigono-
metrijske polinome. Kako je dimenzija prostora Tn jednaka 2n + 1, to iz uslova
maksimalne trigonometrijske taqnosti kvadraturne formule (39) dobijamo sistem
od 2n+1 jednaqine sa 2n+2 nepoznate vrednosti τ0, τ1, . . . , τn, σ0, σ1, . . . , σn. Iz tog ra-
zloga javila se potreba za analizira�em osobina trigonometrijskog polinoma qije
su nule upravo navedeni qvorovi. Nastavak razmatra�a razdvajamo na kvadraturne
formule sa parnim i kvadaturne formule sa neparnim brojem qvorova.

2.2.1 Kvadraturne formule sa parnim brojem qvorova

Kvadraturne formule sa parnim brojem qvorova imaju neparan maksimalni ste-
pen taqnosti. Za �ihovu konstrukciju �e biti korix�eni ortogonalni trigonome-
trijski polinomi celobrojnog stepena qije smo osobine naveli u ode	ku 1.2.1.

Kvadraturna formula (39) je u ovom sluqaju oblika

(40)

∫ π

−π
f(x)w(x)dx =

2n−1∑
k=0

σkf(τk) + R̂nf,

gde je −π 6 τ0 < τ1 < . . . < τ2n−1 < π.
Konstrukcija kvadraturnih formula oblika (40) sa maksimalnim trigonome-

trijskim stepenom taqnosti se zasniva na postupku koji je koristio Turetzkii
u radu [72]. Dakle, neophodan nam je trigonometrijski interpolacioni polinom u
Lagrange-ovom obliku (videti [15]), pa na poqetku navodimo teoremu o �egovoj
egzistenciji i jedinstvenosti (za dokaz videti [10, Theorem 3.3]).

Teorema 2.4. Neka su τk ∈ [−π, π), k = 0, 1, . . . , 2n − 1, dati qvorovi i neka su yj,
j = 0, 1, . . . , 2n− 1, realni brojevi. Posmatrajmo interpolacioni problem

(41) L̂n(τk) = yk, k = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Va�e slede�a tvr�e�a:

(i) ako je
∑2n−1

k=0 τk 6= lπ, za svako l ∈ Z, onda problem (41) ima jedinstveno rexe�e
u prostoru Tn\L{cosnx} i Tn\L{sinnx};
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(ii) ako je
∑2n−1

k=0 τk = lπ, gde je l neparan ceo broj, tada je rexe�e problema (41)
jedinstveno i pripada prostoru Tn\L{cosnx};

(iii) ako je
∑2n−1

k=0 τk = lπ, gde je l paran ceo broj, tada je rexe�e problema (41)
jedinstveno i pripada prostoru Tn\L{sinnx}.

Pomenuti interpolacioni polinom Lagrange-ovog tipa mo�e se zapisati u
obliku (videti [10]):

(42) L̂n(x) =
2n−1∑
k=0

f(τk)sk(x),

gde je

sk(x) =
1

2A′n(τk) sin ηn
sin

(
x+ νk

2

)
An(x)

sin
(
x−τk
2

) ,
za prostor Tn\L{sinnx}, odnosno

sk(x) =
1

2A′n(τk) cos ηn
cos

(
x+ νk

2

)
An(x)

sin
(
x−τk
2

) ,
za prostor Tn\L{cosnx}. Veliqine ηn i νk su date slede�im izrazima

ηn =
1

2

2n−1∑
k=0

τk, νk =
2n−1∏
i=0
i6=k

τi.

Polinom An(x) je oblika

An(x) = A
2n−1∏
k=0

sin
x− τk

2
, A 6= 0.

Mno�e�em obe strane jednakosti (42) sa w(x) i integra	e�em na [−π, π) dobijamo
formulu za odre�iva�e vrednosti te�inskih koeficijenata kvadraturne formule
(40):

(43) σk =

∫ π

−π
sk(x)w(x)dx, k = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Sliqno algebarskom sluqaju, trigonometrijski stepen taqnosti kvadraturne for-
mule (40) se mo�e pove�ati ukoliko qvorovi nisu unapred zadati. U tom sluqaju se
mo�e konstruisati Gauss-ova kvadraturna formula koja je taqna za sve polinome
prostora T2n−1. Glavna osobina ovih kvadraturnih formula, koja igra bitnu ulogu
u �ihovom konstruisa�u, navedena je u slede�oj teoremi (videti [69], [70]).

Teorema 2.5. Kvadraturna formula oblika (40), qiji su te�inski koeficijenti
dati sa (43), je Gauss-ova kvadraturna formula ako i samo ako su qvorovi nule
trigonometrijskog polinoma An(x), ortogonalnog u odnosu na te�insku funkciju
w(x) na intervalu [−π, π).
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U nastavku posmatrajmo te�insku funkciju w(x) koja je parna na intervalu
(−π, π). Gauss-ove kvadraturne formule sa parnim brojem qvorova se mogu dobiti
iz odgovaraju�ih Gauss-ovih kvadratura za algebarske polinome, o qemu �e biti
reqi u nastavku. Za poqetak, navodimo jedan pomo�ni rezultat.

Lema 2.1. Neka je w(x) parna te�inska funkcija na (−π, π). Za svako 0 6 k 6 n−1,
n ∈ N, va�i:∫ 1

−1
Cn(x)Ck(x)

w(arccosx)√
1− x2

dx = 0, za Cn(x) =
n∑
k=0

ckTk(x)

i ∫ 1

−1
Sn(x)Sk(x)

√
1− x2w(arccosx)dx = 0, za Sn(x) =

n∑
k=0

gkUk(x),

gde su Tk i Uk, k ∈ N0, Chebyshev-	evi polinomi prve i druge vrste, redom.
Polinomi Cn i Sn, n ∈ N, zadovo	avaju troqlane rekurentne relacije

Cn(x) = (2x− α(1)
n )Cn−1(x)− α(2)

n Cn−2(x), α
(2)
1 = 0, C0 = 1,(44)

Sn(x) = (2x− δ(1)n )Sn−1(x)− δ(2)n Sn−2(x), δ
(2)
1 = 0, S0 = 1.(45)

Dokaz. Iz uslova ortogonalnosti trigonometrijskog polinoma ACn (x), u odnosu
na parnu te�insku funkciju w(x), imamo∫ π

0

ACn (x)ACk (x)w(x)dx = 0, n, k ∈ N, k < n.

Uvode�i smenu x = arccos t, dobijamo

(46)

∫ 1

−1
ACn (arccos t)ACk (arccos t)

w(arccos t)√
1− t2

dt = 0.

Kako je Tk(t) = cos (k arccos t), sledi da je

ACn (arccos t) =
n∑
k=0

ckTk(t).

Uvode�i oznaku Cn(t) =
∑n

k=0 ckTk(t), iz posled�e jednakosti i izraza (46) dobijamo
prvo tvr�e�e.

Drugi deo tvr�e�a se dokazuje analogno, koriste�i uslov ortogonalnosti za po-
linom ASn(x) i jednakost sin (k arccosx) =

√
1− x2 Un(x).

Uvode�i smenu x = arccos t u rekurentnim relacijama (21) i (22), koje zadovo	a-
vaju ortogonalni trigonometrijski polinomi ACn i ASn, redom, dobijamo troqlane
rekurentne relacije (44) i (45).

Iz prethodnog dokaza vidimo da je

(47) ACn (arccosx) = Cn(x),

pri qemu je Cn(x) algebarski polinom koji zadovo	ava rekurentnu relaciju (44).
Korix�e�em navedenih veza izme�u trigonometrijskih i algebarskih ortogonalnih
polinoma, dolazimo do jednostavnih naqina konstruisa�a Gauss-ovih kvadratur-
nih formula oblika (40). Predstavi�emo ih kroz naredne dve leme (videti [68]).
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Lema 2.2. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su
xk i ωk, k = 1, . . . , n, qvorovi i te�inski koeficijenti Gauss-ove kvadraturne
formule sa n qvorova, konstruisane za algebarske polinome u odnosu na te�insku
funkciju

(48) u1(x) =
w(arccosx)√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gauss-ovog tipa (40), konstruisanu na prostoru
trigonometrijskih polinoma u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu
(−π, π), za k = 0, 1, . . . , n− 1, va�i:

(49) σ2n−1−k = σk = ωk+1, τ2n−1−k = −τk = arccosxk+1.

Dokaz. Koriste�i vezu (47) dobijamo da su nule polinoma ACn (a time i qvorovi
kvadraturne formule (40)) date sa τ2n−1−k = −τk = arccos xk+1, k = 0, 1, . . . , n − 1.
Za dokaziva�e veze izme�u odgovaraju�ih te�inskih koeficijenata koristi�emo
Shohat-ovu formulu (videti [59], [37])

ωk =
µ0

n−1∑
i=0

(
Cn(xk)∏i
j=2 α

(2)
j,0

)2 , k = 1, . . . , n,

gde je

µ0 =

∫ 1

−1

w(arccosx)√
1− x2

dx.

Sada primenom jednakosti (47) imamo

ωk =
µ0

n−1∑
i=0

(
AC

n (τ2n−k)∏i
j=2 α

(2)
j,0

)2 , k = 1, . . . , n.

S druge strane, kako je te�inska funkcija w(x), x ∈ (−π, π), parna, to su koefici-
jenti σk dati sa

σ2n−1−k =
µ̂0

2
n−1∑
i=0

(
AC

n (τ2n−1−k)∏i
j=2 α

(2)
j,0

)2 , k = 0, 1, . . . , n− 1,

pri qemu va�i

µ̂0 =

∫ π

−π
w(x)dx = 2

∫ π

0

w(x)dx = 2

∫ 1

−1

w(arccosx)√
1− x2

dx = 2µ0.

Upore�iva�em formula za te�inske koeficijente zak	uqujemo da je σ2n−1−k = ωk+1,
k = 0, 1, . . . , n − 1. Konaqno, iz simetriqnosti kvadraturne formule sledi da je
σk = σ2n−1−k, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Koriste�i sliqne argumente u dokazu, izveden je i slede�i rezultat.
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Lema 2.3. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su xk,
ωk, k = 1, . . . , n, qvorovi i te�inski koeficijenti u Gauss-ovoj kvadraturi sa n
qvorova, konstruisanoj za algebarske polinome u odnosu na te�insku funkciju

(50) u2(x) = w(arccosx)
√

1− x2, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gauss-ovog tipa (40), konstruisanu na prostoru
trigonometrijskih polinoma u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu
(−π, π), za k = 0, 1, . . . , n− 1, va�i:

σ2n−1−k = σk =
ωk+1

1− x2k+1

, τ2n−1−k = −τk = arccosxk+1.

Kao i za parametre u kvadraturnim formulama, postoji veza izme�u ostataka u
kvadraturama konstruisanim na prostoru trigonometrijskih polinoma i odgovara-
ju�ih ostataka u kvadraturama konstruisanim za algebarske polinome (videti [68]).
Taj odnos �emo navesti u lemama 2.4 i 2.5, u kojima koristimo slede�e oznake:

f1(x) = f(− arccosx) + f(arccosx),(51)

f2(x) =
f(− arccosx) + f(arccosx)

1− x2
,(52)

gde je f data funkcija.

Lema 2.4. Ostatak R̂nf kvadraturne formule Gauss-ovog tipa (40), konstruisa-
ne na prostoru trigonometrijskih polinoma u odnosu na parnu te�insku funk-
ciju w na (−π, π), jednak je ostatku Rn(u1, f1) Gauss-ove kvadraturne formule
konstruisane na prostoru algebarskih polinoma, gde su u1 i f1 dati sa (48) i (51),
respektivno.

Lema 2.5. Ostatak R̂nf kvadraturne formule Gauss-ovog tipa (40), konstruisa-
ne na prostoru trigonometrijskih polinoma u odnosu na parnu te�insku funk-
ciju w na (−π, π) jednak je ostatku Rn(u2, f2) Gauss-ove kvadraturne formule kon-
struisane na prostoru algebarskih polinoma, gde su u2 i f2 dati sa (50) i (52),
respektivno.

2.2.2 Kvadraturne formule sa neparnim brojem qvorova

Pre�imo sada na kvadraturne formule sa neparnim brojem qvorova. Za �ihovu
konstrukciju su od velike va�nosti ortogonalni trigonometrijski polinomi polu-
celobrojnog stepena qije smo osobine naveli u ode	ku 1.2.2. Ove kvadrature imaju
dosta sliqnih osobina sa kvadraturnim formulama opisanim u prethodnom ode	ku,
pa �emo neke od �ih navoditi bez dokaza.

Interpolaciona kvadraturna formula (39) je u ovom sluqaju oblika (videti [72])

(53)

∫ π

−π
f(x)w(x)dx =

2n∑
k=0

σkf(τk) + R̂nf,
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pri qemu pretpostav	amo da su qvorovi pore�ani u rastu�em poretku, odnosno va�i
−π 6 τ0 < τ1 < . . . < τ2n < π, dok su te�inski koeficijenti dati formulama

(54) σk =

∫ π

−π
`k(x)w(x)dx, `k(x) =

2n∏
j=0
j 6=k

sin
(x−τj

2

)
sin
( τk−τj

2

) , k = 0, 1, . . . , 2n.

Primetimo da smo ovde koristili iste oznake za parametre i ostatak kvadra-
turne formule kao u sluqaju kvadratura sa parnim brojem qvorova. Kako se ponovo
ograniqavamo na sam ode	ak, ne�e dolaziti do zabune u �ihovom korix�e�u.

Maksimalni mogu�i trigonometrijski stepen taqnosti formule (53) je 2n. Po-
znato je da �e ona posti�i tu taqnost, odnosno da �e (53) biti kvadraturna formula
Gauss-ovog tipa, ako i samo ako su qvorovi τk nule trigonometrijskog polinoma
polu-celobrojnog stepena n + 1/2, ortogonalnog u odnosu na te�insku funkciju w
na [−π, π) (videti [72], [67], [42]).

Kao xto smo ranije pomenuli, postupak konstruisa�a kvadraturnih formula
Gauss-ovog tipa sastoji se od dva koraka. Prvi se odnosi na konstrukciju qvorova,
a drugi na izraqunava�e te�inskih koeficijenata. Qvorovi se mogu odrediti ne-
zavisno od te�inskih koeficijenata, dok te�inske koeficijente mo�emo konstru-
isati jedino ako su nam poznati qvorovi. Formula (54) za odre�iva�e te�inskih
koeficijenata je primen	iva ukoliko mo�emo efikasno da izraqunamo integral na
desnoj strani. Tako�e, potrebno je odrediti ortogonalni trigonometrijski polinom
polu-celobrojnog stepena n + 1/2, xto se mo�e jednostavno uraditi korix�e�em
petoqlanih rekurentnih relacija koje ovi polinomi zadovo	avaju (videti ode	ak
1.2.2). Opisani naqin je numeriqki stabilan.

U nastavku �emo se ograniqiti na kvadraturne formule Gauss-ovog tipa (53)
kod kojih je te�inska funkcija parna na intervalu integracije [−π, π). Veza izme�u
kvadraturne formule (53) i odgovaraju�ih Gauss-ovih kvadraturnih formula za
algebarske polinome bi�e data u nastavku. Pre �e navedimo pomo�ni rezultat (vi-
deti [42]).

Teorema 2.6. Neka je w(x) parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π). Tada
za sve 0 6 k 6 n− 1, n ∈ N, va�i∫ 1

−1
Cn(x)Ck(x)

√
1 + x

1− x
w(arccosx)dx = 0

i ∫ 1

−1
Sn(x)Sk(x)

√
1− x
1 + x

w(arccosx)dx = 0,

gde je

Cn(x) =
n∑
k=0

c
(n)
k (Tk(x)− (1− x)Uk−1(x))

i

Sn(x) =
n∑
k=0

g
(n)
k (Tk(x) + (1 + x)Uk−1(x)) .
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Algebarski polinomi Cn i Sn, n ∈ N, zadovo	avaju troqlane rekurentne relacije

Cn(x) =
(
2x− α(1)

n

)
Cn−1(x)− α(2)

n Cn−2(x), α
(2)
1 = 0, C0(x) = 1,

Sn(x) =
(
2x− δ(1)n

)
Sn−1(x)− δ(2)n Sn−2(x), δ

(2)
1 = 0, S0(x) = 1.

Dokaz. Kako je te�inska funkcija w(x) parna, a polinom ACn+1/2, n ∈ N, ortogo-
nalan u odnosu na �u, to �e za svako k ∈ N, k < n, va�iti∫ π

0

ACn+1/2(x)ACk+1/2(x)w(x)dx = 0.

Uvode�i smenu x = arccos t, dobijamo

(55)

∫ 1

−1
ACn+1/2(arccos t)ACk+1/2(arccos t)

w(arccos t)√
1− t2

dt = 0.

Koriste�i sada jednakost

cos

((
k +

1

2

)
arccos t

)
=

√
1 + t

2
Tk(t)−

√
1− t

2

√
1− t2Uk−1(t)

imamo

ACn+1/2(arccos t) =

√
1 + t

2

n∑
k=0

c
(n)
k (Tk(t)− (1− t)Uk−1(t)) .

Zame�uju�i dobijene formule u (55), primenom elementarnih transformacija do-
bijamo prvo tvr�e�e.

Drugo tvr�e�e se mo�e dokazati na isti naqin, koriste�i uslove ortogonalnosti
polinoma ASn+1/2 i jednakost

sin

((
k +

1

2

)
arccosx

)
=

√
1− x

2
Tk(x) +

√
1 + x

2

√
1− x2Uk−1(x).

Polaze�i od rekurentnih relacija koje zadovo	avaju trigonometrijski polinomi
ACn+1/2 i ASn+1/2, uvo�e�em smene x = arccos t, lako se izvode navedene rekurentne
relacije.

Dokazi narednih lema se sprovode sliqno dokazima lema 2.2 i 2.3 i mogu se na�i
u radu [42].

Lema 2.6. Neka je te�inska funkcija w parna na intervalu (−π, π) i neka su
xk, ωk, k = 1, . . . , n, qvorovi i te�inski koeficijenti u Gauss-ovoj kvadraturnoj
formuli sa n qvorova, konstruisanoj za algebarske polinome u odnosu na te�insku
funkciju

(56) u3(x) = w(arccosx)

√
1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gauss-ovog tipa (53), konstruisanu na prostoru
trigonometrijskih polinoma u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu
(−π, π), za k = 0, 1, . . . , n− 1, va�i:

(57) σ2n−1−k = σk =
ωk+1

1 + xk+1

, τ2n−1−k = −τk = arccosxk+1,
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dok su vrednosti posled�ih parametara date sa

(58) σ2n =

∫ π

−π
w(x)dx−

2n−1∑
k=0

σk i τ2n = π.

Lema 2.7. Neka je te�inska funkcija w parna na intervalu (−π, π) i neka su
xk, ωk, k = 1, . . . , n, qvorovi i te�inski koeficijenti u Gauss-ovoj kvadraturnoj
formuli sa n qvorova, konstruisanoj za algebarske polinome u odnosu na te�insku
funkciju

(59) u4(x) = w(arccosx)

√
1− x
1 + x

, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gauss-ovog tipa (53), konstruisanu na prostoru
trigonometrijskih polinoma u odnosu na te�insku funkciju w na intervalu
(−π, π), za k = 0, 1, . . . , n− 1, va�i:

σ2n−k = σk =
ωk+1

1− xk+1

, τ2n−k = −τk = arccosxk+1,

dok su vrednosti preostalih parametara date sa

σn =

∫ π

−π
w(x)dx−

2n∑
k=0
k 6=n

σk i τn = 0.

Definiximo funkcije f3 i f4 na slede�i naqin:

f3(x) =
f(− arccosx) + f(arccosx)

1 + x
,(60)

f4(x) =
f(− arccosx) + f(arccosx)

1− x
,(61)

gde je f unapred zadata funkcija.
Rezultati sliqni lemama 2.4 i 2.5 va�e za Gauss-ove kvadraturne formule sa

neparnim brojem qvorova i navodimo ih u nastavku (videti [68]).

Lema 2.8. Ako je f(π) = 0, ostatak R̂nf kvadraturne formule Gauss-ovog tipa
(53), konstruisane na prostoru trigonometrijskih polinoma u odnosu na parnu
te�insku funkciju w na (−π, π), jednak je ostatku Rn(u3, f3) Gauss-ove kvadra-
turne formule konstruisane na prostoru algebarskih polinoma, gde su u3 i f3 dati
sa (56) i (60), respektivno.

Dokaz. Polaze�i od formule (53), korix�e�em smene x = arccos t, imamo∫ π

−π
f(x)w(x)dx =

∫ 0

−π
f(x)w(x)dx+

∫ π

0

f(x)w(x)dx

=

∫ π

0

f(−x)w(x)dx+

∫ π

0

f(x)w(x)dx
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=

∫ π

0

(f(−x) + f(x))w(x)dx

=

∫ 1

−1
(f(− arccos t) + f(arccos t))

w(arccos t)√
1− t2

dt

=

∫ 1

−1

f(− arccos t) + f(arccos t)

1 + t
u3(t)dt.

Primenom Gauss-ove kvadraturne formule konstruisane na prostoru algebarskih
polinoma u odnosu na te�insku funkciju u3(x), x ∈ (−1, 1), dobijamo∫ 1

−1

f(− arccos t) + f(arccos t)

1 + t
u3(t)dt =

n∑
k=1

ωkf3(xk) +Rn(u3, f3),

gde je f3 funkcija definisana sa (60). Me�aju�i vrednosti parametara (57) i (58)
u formuli (53), uz uslov f(π) = 0, dobijamo

2n∑
k=0

σkf(τk) =
n−1∑
k=0

σkf(τk) +
n−1∑
k=0

σ2n−1−kf(τ2n−1−k) + σ2nf(τ2n)

=
n−1∑
k=0

ωk+1

1 + xk+1

f(− arccosxk+1) +
n−1∑
k=0

ωk+1

1 + xk+1

f(arccosxk+1)

=
n−1∑
k=0

ωk+1
f(− arccosxk+1) + f(arccosxk+1)

1 + xk+1

=
n∑
k=1

ωkf3(xk).

Odavde zak	uqujemo da su ostaci ovih kvadraturnih formula, R̂nf i Rn(u3, f3),
jednaki.

Dokaz slede�e leme se sprovodi na sliqan naqin.

Lema 2.9. Ako je f(0) = 0, ostatak R̂nf kvadraturne formule Gauss-ovog tipa
(53), konstruisane na prostoru trigonometrijskih polinoma u odnosu na parnu
te�insku funkciju w na (−π, π), jednak je ostatku Rn(u4, f4) Gauss-ove kvadra-
turne formule konstruisane na prostoru algebarskih polinoma, gde su u4 i f4 dati
sa (59) i (61), respektivno.
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3 Anti-Gauss-ove kvadraturne formule

U uvodnom delu ove disertacije pomenuli smo ideju o konstruisa�u dve nume-
riqke metode sa grexkama istih veliqina a suprotnih znakova, koja je korix�ena
u numeriqkom rexava�u obiqnih diferencijalnih jednaqina. U radu [32] Laurie
uvodi anti-Gauss-ovu kvadraturnu formulu oblika

(62) Hn+1f =
n+1∑
k=1

λkf (ξk)

koja zadovo	ava jednakost

(63) Ip−Hn+1p = − (Ip−Gnp) , p ∈ P2n+1,

gde je Gn Gauss-ova kvadraturna formula data sa (1), a I integral oblika (2).
Lako je primetiti da se grexka If−Gnf mo�e oceniti izrazom (Hn+1f −Gnf) /2,

dok se za aproksimaciju integrala If mo�e koristiti formula sa 2n + 1 qvorom
L2n+1f = (Gnf +Hn+1f) /2, algebarskog stepena taqnosti 2n+1, koju nazivamo usred-
�enom Gauss-ovom formulom. Ona ima veoma znaqajne teorijske i praktiqne oso-
bine: uvek postoji, �ena konstrukcija je uglavnom vrlo jednostavna, svi te�inski
koeficijenti su pozitivni, a qvorovi realni.

Anti-Gauss-ove kvadraturne formule su modifikovane i uopxtavane na razli-
qite naqine. Kvadraturne formule sa merama qije su vrednosti realne izuqavane su
u radovima [6] i [55], dok su mere sa matriqnim vrednostima posmatrane u radovima
[2] i [18]. Tako�e, razliqiti tipovi usred�enih Gauss-ovih formula konstruisani
su u radovima [57], [63], [65], [66], dok su u radu [64] razmatrane osobine anti-Gauss-
ovih kvadraturnih formula radi ocene grexke koja �ihovom primenom nastaje.

U nastavku �emo prikazati naqin konstruisa�a anti-Gauss-ovih kvadraturnih
formula na prostoru algebarskih polinoma, koji je dao Laurie u radu [32], a potom i
rezultate naxeg rada objav	ene u [52], koji se odnose na anti-Gauss-ove i usred�ene
Gauss-ove kvadraturne formule na prostoru trigonometrijskih polinoma.

3.1 Anti-Gauss-ove kvadraturne formule za algebarske po-

linome

Iz formule (63) lako dobijamo jednakost

(64) Hn+1p = 2Ip−Gnp, p ∈ P2n+1.

Odavde se prirodno name�e ideja o definisa�u bilinearne forme na slede�i naqin

(65) (f, g)u = (2I −Gn)(fg), f, g ∈ P .

Kao i kod Gauss-ovih kvadraturnih formula, bitnu ulogu u konstrukciji anti-
Gauss-ovih kvadratura igraju ortogonalni polinomi. Sa (πk) �emo oznaqavati niz
moniqnih ortogonalnih polinoma u odnosu na bilinearnu formu (65). Oni zadovo-
	avaju troqlanu rekurentnu relaciju (videti [32])

(66) πk+1(x) = (x− αk)πk(x)− βkπk−1(x), k = 0, 1, . . . , n; π−1(x) = 0, π0(x) = 1.
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Dakle, Hn+1 predstav	a Gauss-ovu kvadraturnu formulu koja odgovara linearnoj
funkcioneli 2I − Gn, odakle zak	uqujemo da se �eni qvorovi i te�inski koefi-
cijenti mogu odrediti na naqin opisan u nastavku.

• Najpre je potrebno odrediti koeficijente αk, k = 0, 1, . . . , n, i βk, k = 1, . . . , n,
u rekurentnoj relaciji (66). Koeficijent β0 mo�e biti bilo koji realan broj,
izaberimo β0 = (2I −Gn)π0.

• Qvorovi kvadraturne formule (62) su sopstvene vrednosti, a te�inski koe-
ficijenti proporcionalni kvadratima prvih komponenti sopstvenih vektora
simetriqne trodijagonalne matrice

α0

√
β1√

β1 α1

√
β2

. . . . . . . . .√
βn αn

 .
Koeficijenti {αk | k = 0, 1, . . . , n} i {βk | k = 1, . . . , n} mogu se raqunati pomo�u

dobro poznatih Stieltjes-ovih formula:

αk =
(xπk, πk)u
(πk, πk)u

, k = 0, 1, . . . , n;(67)

βk =
(πk, πk)u

(πk−1, πk−1)u
, k = 1, . . . , n.(68)

Ovaj naqin odre�iva�a koeficijenata mo�e biti veoma zahtevan. Zato �emo u
nastavku pokazati kako se na trivijalan naqin mogu dobiti �ihove vrednosti ko-
riste�i odgovaraju�e koeficijente iz rekurentne relacije (10).

Podsetimo se, sa (pk) smo oznaqili niz moniqnih polinoma ortogonalnih u odnosu
na te�insku funkciju u, odnosno skalarni proizvod (6), dok su ak i bk, k = 0, 1, . . .,
koeficijenti u rekurentnoj relaciji (10). Za odre�iva�e vrednosti navedenih koe-
ficijenata koristimo formule (11).

Koriste�i osobinu Gauss-ovih kvadratura, imamo da je (2I −Gn) p = Ip za sve
p ∈ P2n−1. Ovo nas dovodi do jednakosti

αk = ak, k = 0, 1, . . . , n− 1;(69)

βk = bk, k = 0, 1, . . . , n− 1;(70)

πk = pk, k = 0, 1, . . . , n.(71)

Ostaje jox da odredimo vrednosti koeficijenata αn i βn. Kako su taqke xi, i =
1, . . . , n, nule polinoma πn, to �e rezultat primene formule Gn na bilo koji iz-
raz, koji sadr�i πn kao qinilac, biti nula. Vode�i se time i znaju�i da je stepen
polinoma π2

n−1 ne ve�i od 2n− 1, dobijamo

αn =
2I (xπ2

n)

2I (π2
n)

=
〈xπn, πn〉u
〈πn, πn〉u

= an,(72)

βn =
2I (π2

n)

I
(
π2
n−1
) =

2 〈πn, πn〉u
〈πn−1, πn−1〉u

= 2bn.(73)
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Dakle, svi koeficijenti rekurentne relacije su jednaki koeficijentima korix�enim
za izraqunava�e Gauss-Christoffel-ove formule Gn+1, osim koeficijenta βn koji
uzima dvostruku vrednost.

Navedimo sada nekoliko osnovnih osobina anti-Gauss-ovih kvadraturnih for-
mula, koje se mogu na�i u radu [32].

Teorema 3.1. Neka je Hn+1 anti-Gauss-ova kvadraturna formula oblika (62). Tada
va�e slede�e osobine.

(i) Te�inski koeficijenti λk, k = 1, . . . , n+ 1, su pozitivni.

(ii) Svi qvorovi ξk, k = 1, . . . , n+ 1, su realni i prepli�u se sa qvorovima odgova-
raju�e Gauss-ove formule Gn, tj. va�i

ξ1 < x1 < ξ2 < x2 < · · · < xn < ξn+1.

(iii) Unutrax�i qvorovi kvadraturne formule Hn+1 le�e unutar intervala in-
tegracije, odnosno va�i ξ2, ξ3, . . . , ξn ∈ [a, b].

(iv) Qvor ξ1 ∈ [a, b] ako i samo ako je pn+1(a)
pn−1(a)

> bn, a ξn+1 ∈ [a, b] ako i samo ako je
pn+1(b)
pn−1(b)

> bn, gde su pk, k = 0, 1, . . . , n + 1, polinomi ortogonalni u odnosu na
te�insku funkciju u, a bk, k = 1, . . . , n, koeficijenti rekurentne relacije
(10).

3.2 Anti-Gauss-ove kvadraturne formule za trigonometrij-

ske polinome

Gauss-ove kvadraturne formule za trigonometrijske polinome konstruisane su
korix�e�em veza izme�u ovih kvadraturnih formula i odgovaraju�ih Gauss-ovih
kvadratura za algebarske polinome, o qemu je bilo reqi u poglav	u 2.2. Vo�eni
tom idejom uspeli smo da konstruixemo anti-Gauss-ove kvadraturne formule na
prostoru trigonometrijskih polinoma, tj. kvadraturne formule koje daju grexku
iste veliqine ali suprotnog znaka u odnosu na odgovaraju�u Gauss-ovu kvadratur-
nu formulu. Izvode�i veze parametara (qvorova i te�inskih koeficijenata) anti-
Gauss-ovih kvadratura za trigonometrijske polinome sa parametrima iz odgovara-
ju�ih anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za algebarske polinome, pokaza�emo
kako se na jednostavan naqin ove kvadrature mogu konstruisati, a time i pove�ati
taqnost dobijenih aproksimacija. Kao xto je vixe puta naglaxeno, pri konstruk-
ciji kvadraturnih formula bitnu ulogu igraju ortogonalni polinomi.

Kako trigonometrijski ortogonalni polinomi celobrojnog i polucelobrojnog
stepena imaju sliqne osobine, u ovom poglav	u ih ne�emo posmatrati odvojeno ve�
�emo koristiti uopxtene oznake kojima �emo obuhvatiti oba sluqaja.

Neka je w te�inska funkcija, integrabilna i nenegativna na intervalu [−π, π).
Za svaki nenegativan ceo broj n i γ ∈ {0, 1/2}, oznaqimo sa Tn,γ linearni prostor
trigonometrijskih polinoma nad skupom {cos (k + γ)x, sin (k + γ)x | k = 0, 1, . . . , n}.
Dakle, Tn,0 = Tn predstav	a linearni prostor svih trigonometrijskih polinoma
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stepena ma�eg ili jednakog n, a Tn,1/2 linearni prostor svih trigonometrijskih
polinoma polu-celobrojnog stepena ne ve�eg od n+ 1/2.

Posmatrajmo integral:

Îf =

∫ π

−π
f(x)w(x)dx.

Sa {Ak,γ}k∈N0
, Ak,γ ∈ Tn,γ, oznaqimo niz trigonometrijskih polinoma ortogonalnih

na intervalu [−π, π) u odnosu na skalarni proizvod

(74) 〈f, g〉w = Î(fg).

Tada je odgovaraju�a Gauss-ova kvadraturna formula

(75) Ĝñ+1f =
ñ∑
k=0

ωkf(xk), ñ = 2(n− 1/2 + γ), γ ∈ {0, 1/2},

taqna za sve trigonometrijske polinome t ∈ T2n−1+2γ ako i samo ako su qvorovi xk,
k = 0, 1, . . . , ñ nule trigonometrijskog polinoma An,γ ∈ Tn,γ.

Uvedimo oznake skalarnih proizvoda za k, l ∈ N0 na slede�i naqin:

IC,γk =
〈
ACk,γ, A

C
k,γ

〉
w
, JC,γk,l =

〈
2 cosxACk,γ, A

C
l,γ

〉
w
,

IS,γk =
〈
ASk,γ, A

S
k,γ

〉
w
, JS,γk,l =

〈
2 cosxASk,γ, A

S
l,γ

〉
w
,

Iγk =
〈
ACk,γ, A

S
k,γ

〉
w
, Jγk,l =

〈
2 cosxACk,γ, A

S
l,γ

〉
w
.

Za fiksiran pozitivan ceo broj n uvedimo bilinearnu formu:

(76) (f, g)w = (2Î − Ĝñ+1)(fg).

Napomena. Va�no je naglasiti da bilinearna forma (76) zavisi od broja n. U skla-
du s tim, kada u nastavku budemo naglaxavali da je n unapred fiksiran pozitivan
ceo broj, podrazumeva�emo da posmatramo bilinearnu formu (76) u odnosu na taj
fiksirani broj n.

Neka je n fiksiran broj. Sa {Bk,γ}k∈N0
�emo oznaqavati niz trigonometrijskih

polinoma ortogonalnih u odnosu na bilinearnu formu (76). Odgovaraju�a Gauss-
ova kvadratura ima ñ + 1 qvor, dok �e odgovaraju�a anti-Gauss-ova kvadraturna
formula imati ñ + 3 qvora (zbog n 7→ n + 1), pa �emo za �u uvesti oznaku Ĥñ+3 =
ñ+3∑
k=0

ω̂kf(x̂k). Qvorovi pomenute anti-Gauss-ove kvadraturne formule su zapravo nule

trigonometrijskog polinoma

Bn+1,γ(x) =
n+1∑
k=0

(pk,γ cos (k + γ)x+ qk,γ sin (k + γ)x) , |pn+1,γ|+ |qn+1,γ| 6= 0.

Specijalno, izborom (pn+1,γ, qn+1,γ) = (1, 0) i (pn+1,γ, qn+1,γ) = (0, 1) dobijamo trigo-
nometrijske polinome sa vode�im kosinusnim, odnosno sinusnim, termom

BC
n+1,γ(x) = cos (n+ 1 + γ)x+

n∑
k=0

(
p
(n+1)
k,γ cos (k + γ)x+ q

(n+1)
k,γ sin (k + γ)x

)
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i

BS
n+1,γ(x) = sin (n+ 1 + γ)x+

n∑
k=0

(
r
(n+1)
k,γ cos (k + γ)x+ s

(n+1)
k,γ sin (k + γ)x

)
,

redom. Da	e, za k, ` ∈ N0 definiximo slede�e veliqine:

Î C,γk =
(
BC
k,γ, B

C
k,γ

)
w
, Ĵ C,γ

k, ` =
(
2 cosxBC

k,γ, B
C
`,γ

)
w
,

Î S,γk =
(
BS
k,γ, B

S
k,γ

)
w
, Ĵ S,γ

k, ` =
(
2 cosxBS

k,γ, B
S
`,γ

)
w
,

Î γk =
(
BC
k,γ, B

S
k,γ

)
w
, Ĵ γ

k, ` =
(
2 cosxBC

k,γ, B
S
`,γ

)
w
.

Kosinusni i sinusni ortogonalni trigonometrijski polinomi zadovo	avaju pe-
toqlane rekurentne relacije, xto je pokazano u teoremi koja sledi.

Teorema 3.2. Neka je n fiksiran pozitivan ceo broj. Trigonometrijski polinomi
BC
k,γ(x) i BS

k,γ(x), k > 1, ortogonalni u odnosu na bilinearnu formu (76) zadovo	a-
vaju rekurentne relacije:

BC
k,γ(x) =

(
2 cosx− a(1)k,γ

)
BC
k−1,γ(x)− b(1)k,γB

S
k−1,γ(x)(77)

−a(2)k,γB
C
k−2,γ(x)− b(2)k,γB

S
k−2,γ(x),

BS
k,γ(x) =

(
2 cosx− d(1)k,γ

)
BS
k−1,γ(x)− c(1)k,γB

C
k−1,γ(x)(78)

−d(2)k,γB
S
k−2,γ(x)− c(2)k,γB

C
k−2,γ(x),

pri qemu su koeficijenti u ovim relacijama rexe�a sistema

Ĵ C,γ
k−1, k−j = a

(j)
k,γ Î

C,γ
k−j + b

(j)
k,γ Î

γ
k−j, Ĵ γ

k−1, k−j = a
(j)
k,γ Î

γ
k−j + b

(j)
k,γ Î

S,γ
k−j,(79)

Ĵ γ
k−1, k−j = c

(j)
k,γ Î

C,γ
k−j + d

(j)
k,γ Î

γ
k−j, Ĵ S,γ

k−1, k−j = c
(j)
k,γ Î

γ
k−j + d

(j)
k,γ Î

S,γ
k−j,

za j = 1, 2, sa a
(2)
1,γ = b

(2)
1,γ = c

(2)
1,γ = d

(2)
1,γ = 0.

Dokaz. Polinomi BC
j,γ(x) i BS

j,γ(x), za j = 0, 1, . . . , k, su linearno nezavisni, pa
mo�emo pisati

(80) 2 cosxBC
k−1,γ(x) = BC

k,γ(x) +
k−1∑
j=0

[
a
(k−j)
k,γ BC

j,γ(x) + b
(k−j)
k,γ BS

j,γ(x)
]
.

Prime�uju�i bilinearnu formu
(
·, BC

i,γ(x)
)
w
na ovu jednakost, za i = 0, 1, . . . , k − 1,

dobijamo:

(
2 cosxBC

k−1,γ(x), BC
i,γ(x)

)
w

=
(
BC
k,γ(x), BC

i,γ(x)
)
w

+
k−1∑
j=0

a
(k−j)
k,γ

(
BC
j,γ(x), BC

i,γ(x)
)
w

+
k−1∑
j=0

b
(k−j)
k,γ

(
BS
j,γ(x), BC

i,γ(x)
)
w
.
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Odavde, za i = 0, 1, . . . , k − 3, imamo

(81) a
(k−i)
k,γ Î C,γi + b

(k−i)
k,γ Î γi = 0.

Na sliqan naqin, primenom bilinearne forme (76) sa polinomom BS
i,γ(x) na mestu

drugog argumenta, za i = 0, 1, . . . , k − 1, dobijamo

(
2 cosxBC

k−1,γ(x), BS
i,γ(x)

)
w

=
(
BC
k,γ(x), BS

i,γ(x)
)
w

+
k−1∑
j=0

a
(k−j)
k,γ

(
BC
j,γ(x), BS

i,γ(x)
)
w

+
k−1∑
j=0

b
(k−j)
k,γ

(
BS
j,γ(x), BS

i,γ(x)
)
w
.

Ponovo, za vrednosti i = 0, 1, . . . , k − 3 posled�a jednakost se svodi na

(82) a
(k−i)
k,γ Î γi + b

(k−i)
k,γ Î S,γi = 0.

Dakle, dobili smo homogene sisteme linearnih jednaqina

Î C,γi · a(k−i)k,γ + Î γi · b
(k−i)
k,γ = 0,

Î γi · a
(k−i)
k,γ + Î S,γi · b(k−i)k,γ = 0,

i = 0, 1, . . . , k − 3,(83)

qije su determinante date sa

D̂ γ
i =

∣∣∣∣∣ Î C,γi Î γi
Î γi Î S,γi

∣∣∣∣∣ .
Kako je jednakost Îf = Ĝñ+1f ispu�ena za sve f ∈ Tñ, to �e va�iti

Ĥñ+3f = (2Î − Ĝñ+1)f = Îf + (Î − Ĝñ+1)f = Îf

za svako f ∈ Tñ. Da	e, va�e jednakosti BC
k,γ(x) = ACk,γ(x) i BS

k,γ(x) = ASk,γ(x), za svako
k = 0, 1, . . . , n. Otuda, za 2k + 1 < 2n, imamo

Î C,γk =
(
BC
k,γ, B

C
k,γ

)
w

= (2Î − Ĝñ+1)
(
BC
k,γ ·BC

k,γ

)
= Î

(
BC
k,γ ·BC

k,γ

)
= IC,γk .

Analogno se mo�e pokazati da je Î S,γk = IS,γk i Î γk = Iγk .
Koriste�i sada integralnu nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky-og (vide-
ti [46]), za i = 0, 1, . . . , k − 3, imamo:

D̂ γ
i =Î C,γi Î S,γi −

(
Î γi

)2
= IC,γi IS,γi − (Iγi )2

=

(∫ π

−π

(
ACi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
·
(∫ π

−π

(
ASi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
−
(∫ π

−π
ACi,γ(x)ASi,γ(x)w(x)dx

)2

>

(∫ π

−π

(
ACi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
·
(∫ π

−π

(
ASi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
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−
(∫ π

−π

(
ACi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
·
(∫ π

−π

(
ASi,γ(x)

)2
w(x)dx

)
= 0.

Dakle, sistem (83) ima samo trivijalna rexe�a a
(k−i)
k,γ = b

(k−i)
k,γ = 0, za sve vrednosti

i = 0, 1, . . . , k − 3, pa jednakost (80) postaje

2 cosxBC
k−1,γ(x) = BC

k,γ(x) + a
(1)
k,γB

C
k−1,γ(x) + b

(1)
k,γB

S
k−1,γ(x)

+ a
(2)
k,γB

C
k−2,γ(x) + b

(2)
k,γB

S
k−2,γ(x),

(84)

odnosno va�i (77). Analogno se pokazuje relacija (78).
Koriste�i relaciju (84), za j = 1, 2, imamo(

2 cosxBC
k−1,γ(x), BC

k−j,γ(x)
)
w

= a
(1)
k,γ

(
BC
k−1,γ(x), BC

k−j,γ(x)
)
w

+ b
(1)
k,γ

(
BS
k−1,γ(x), BC

k−j,γ(x)
)
w

+ a
(2)
k,γ

(
BC
k−2,γ(x), BC

k−j,γ(x)
)
w

+ b
(2)
k,γ

(
BS
k−2,γ(x), BC

k−j,γ(x)
)
w

tj. Ĵ C,γ
k−1, k−j = a

(j)
k,γ Î

C,γ
k−j + b

(j)
k,γ Î

γ
k−j, za j = 1, 2.

Analogno je Ĵ γ
k−1, k−j = a

(j)
k,γ Î

γ
k−j + b

(j)
k,γ Î

S,γ
k−j, za j = 1, 2.

Polaze�i od rekurentne relacije (78), lako se dolazi do jednakosti

Ĵ γ
k−1, k−j = c

(j)
k,γ Î

C,γ
k−j + d

(j)
k,γ Î

γ
k−j, Ĵ S,γ

k−1, k−j = c
(j)
k,γ Î

γ
k−j + d

(j)
k,γ Î

S,γ
k−j,

za j = 1, 2, qime je dokaz zavrxen.

Naredna lema se lako dokazuje koriste�i uslove ortogonalnosti i rekurentne
relacije (77) i (78).

Lema 3.1. Za k > 1 va�e slede�e jednakosti:

Î C,γk = Ĵ C,γ
k, k−1, Î S,γk = Ĵ S,γ

k, k−1, Îγk = Ĵγk, k−1.

Radi preglednijeg zapisa uvedimo oznake: Ĵ C,γ
k = Ĵ C,γ

k, k , Ĵ
S,γ
k = Ĵ S,γ

k, k , Ĵ
γ
k = Ĵ γ

k, k.
Rexava�em sistema (79) dolazimo do slede�eg rezultata.

Posledica 2. Koeficijenti u rekurentnim relacijama (77) i (78) mogu se raqu-
nati pomo�u formula:

a
(1)
k,γ =

Î S,γk−1Ĵ
C,γ
k−1 − Î

γ
k−1Ĵ

γ
k−1

D̂ γ
k−1

, a
(2)
k,γ =

Î C,γk−1Î
S,γ
k−2 − Î

γ
k−1Î

γ
k−2

D̂ γ
k−2

,

b
(1)
k,γ =

Î C,γk−1Ĵ
γ
k−1 − Î

γ
k−1Ĵ

C,γ
k−1

D̂ γ
k−1

, b
(2)
k,γ =

Î γk−1Î
C,γ
k−2 − Î

C,γ
k−1Î

γ
k−2

D̂ γ
k−2

,

c
(1)
k,γ =

Î S,γk−1Ĵ
γ
k−1 − Î

γ
k−1Ĵ

S,γ
k−1

D̂ γ
k−1

, c
(2)
k,γ =

Î γk−1Î
S,γ
k−2 − Î

S,γ
k−1Î

γ
k−2

D̂ γ
k−2

,

d
(1)
k,γ =

Î C,γk−1Ĵ
S,γ
k−1 − Î

γ
k−1Ĵ

γ
k−1

D̂ γ
k−1

, d
(2)
k,γ =

Î S,γk−1Î
C,γ
k−2 − Î

γ
k−1Î

γ
k−2

D̂ γ
k−2

,

gde je D̂ γ
k−j = Î C,γk−j Î

S,γ
k−j −

(
Î γk−j

) 2

, j = 1, 2, za k > 1.
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Posmatrajmo sada fiksiran ceo broj n. Kako je ispu�eno BC
k,γ(x) = ACk,γ(x) i

BS
k,γ(x) = ASk,γ(x), za svako k = 0, 1, . . . , n, to �e va�iti

(85) a
(j)
k,γ = α

(j)
k,γ, b

(j)
k,γ = β

(j)
k,γ, c

(j)
k,γ = γ

(j)
k,γ, d

(j)
k,γ = δ

(j)
k,γ, za j = 1, 2,

gde su sa α
(j)
k,γ, β

(j)
k,γ, γ

(j)
k,γ i δ

(j)
k,γ oznaqeni koeficijenti u odgovaraju�im rekurentnim

relacijama koje zadovo	avaju trigonometrijski polinomi ACk,γ i ASk,γ (videti [42],
[69]).

Lema 3.2. Neka je n ceo broj. Za k = 0, 1, . . . , n− 1 va�e jednakosti:

Î S,γk = IS,γk , Î C,γk = IC,γk , Î γk = I γk ,

Ĵ S,γ
k = JS,γk , Ĵ C,γ

k = JC,γk , Ĵ γ
k = J γ

k ,

dok je za k = n ispu�eno:

Î S,γn = 2IS,γn , Î C,γn = 2IC,γn , Î γn = 2I γn ,

Ĵ S,γ
n = 2JS,γn , Ĵ C,γ

n = 2JC,γn , Ĵ γ
n = 2J γ

n .

Tako�e, za k = n + 1 koeficijenti u petoqlanim rekurentnim relacijama (77) i
(78) zadovo	avaju slede�e jednakosti

a
(1)
n+1,γ = α

(1)
n+1,γ, a

(2)
n+1,γ = 2α

(2)
n+1,γ,

b
(1)
n+1,γ = β

(1)
n+1,γ, b

(2)
n+1,γ = 2β

(2)
n+1,γ,

c
(1)
n+1,γ = γ

(1)
n+1,γ, c

(2)
n+1,γ = 2γ

(2)
n+1,γ,

d
(1)
n+1,γ = δ

(1)
n+1,γ, d

(2)
n+1,γ = 2δ

(2)
n+1,γ.

(86)

Dokaz. Za k = 0, 1, . . . , n− 1 imamo

Î γk =
(
BC
k,γ , B

S
k,γ

)
w

=
(

2Î − Ĝñ+1

) (
BC
k,γ ·BS

k,γ

)
=
(

2Î − Ĝñ+1

) (
ACk,γ · ASk,γ

)
=Î
(
ACk,γ · ASk,γ

)
+
(
Î − Ĝñ+1

) (
ACk,γ · ASk,γ

)
=
〈
ACk,γ , A

S
k,γ

〉
w

= I γk .

Sliqno se pokazuju i ostale jednakosti za k 6 n− 1.
Kako su qvorovi Gauss-ove kvadraturne formule nule trigonometrijskog poli-

noma An,γ(x), to za k = n, imamo

Î γn =
(
BC
n,γ , B

S
n,γ

)
w

=
(

2Î − Ĝñ+1

) (
BC
n,γ ·BS

n,γ

)
=
(

2Î − Ĝñ+1

) (
ACn,γ · ASn,γ

)
= 2I γn .

Analogno se mogu dokazati i ostale jednakosti u ovom sluqaju.
Da	e, koriste�i prethodno izvedene jednakosti, dobijamo:

D̂ γ
k = Î C,γk Î S,γk −

(
Î γk

) 2

= IC,γk IS,γk − (I γk )2 = D γ
k , k = 0, 1, . . . , n− 1,

D̂ γ
n = Î C,γn Î S,γn −

(
Î γn

) 2

= 2IC,γn · 2IS,γn − (2I γn )2 = 4D γ
n ,
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gde je D γ
k = I C,γk I S,γk − (I γk )2, k = 0, 1, . . . , n.

Konaqno, za koeficijente a
(1)
n+1,γ i a

(2)
n+1,γ va�i

a
(1)
n+1,γ =

Î S,γn Ĵ C,γ
n − Î γn Ĵ γ

n

D̂ γ
n

=
2IS,γn · 2JC,γn − 2I γn · 2J γ

n

4 ·D γ
n

= α
(1)
n+1,γ

i

a
(2)
n+1,γ =

Î C,γn Î S,γn−1 − Î γn Î
γ
n−1

D̂ γ
n−1

=
2IC,γn IS,γn−1 − 2I γn I

γ
n−1

D γ
n−1

= 2α
(2)
n+1,γ.

Jednakosti za ostale koeficijente se izvode na sliqan naqin.

3.3 Numeriqka konstrukcija anti-Gauss-ovih kvadraturnih

formula na prostoru trigonometrijskih polinoma

U ovom poglav	u naxa pa��a �e biti usmerena na parne te�inske funkcije w
na intervalu (−π, π). Neka je n fiskiran pozitivan ceo broj. Koriste�i jednakosti
polinoma BC

k,γ(x) = ACk,γ(x), BS
k,γ(x) = ASk,γ(x), za k = 0, 1, . . . , n, kao i veze (86),

dobijamo slede�u relaciju

BC
n+1,γ(x) =

(
2 cosx− a(1)n+1,γ

)
BC
n,γ(x)− b(1)n+1,γB

S
n,γ(x)

− a(2)n+1,γB
C
n−1,γ(x)− b(2)n+1,γB

S
n−1,γ(x)

=
(

2 cosx− α(1)
n+1,γ

)
ACn,γ(x)− β(1)

n+1,γA
S
n,γ(x)

− 2α
(2)
n+1,γA

C
n−1,γ(x)− 2β

(2)
n+1,γA

S
n−1,γ(x)

=ACn+1,γ(x)− α(2)
n+1,γA

C
n−1,γ(x)− β(2)

n+1,γA
S
n−1,γ(x).

Na osnovu lema 1.2 i 1.6 znamo da je β
(j)
k,γ = 0, j = 1, 2, za svako k ∈ N, pa je i β(2)

n+1,γ

jednako nuli. Uzimaju�i u obzir da je svaki ortogonalni trigonometrijski polinom

ACk,γ(x) oblika ACk,γ(x) =
k∑
j=0

u
(k)
j,γ cos (j + γ)x, sa u

(k)
k,γ = 1, dobijamo:

BC
n+1,γ(x) = ACn+1,γ(x)− α(2)

n+1,γA
C
n−1,γ(x) =

n+1∑
k=0

p
(n+1)
k,γ cos (k + γ)x,

pri qemu je p
(n+1)
n+1,γ = 1. Na sliqan naqin, koriste�i relacije (86) i leme 1.2 i 1.6,

imamo:

BS
n+1,γ(x) = ASn+1,γ(x)− δ(2)n+1,γA

S
n−1,γ(x) =

n+1∑
k=0

s
(n+1)
k,γ sin (k + γ)x,

uz s
(n+1)
n+1,γ = 1.
Sada se lako dolazi do zak	uqka da polinomi BC

n+1,γ i B
S
n+1,γ zadovo	avaju tro-

qlane rekurentne relacije:

BC
n+1,γ(x) =

(
2 cosx− a(1)n+1,γ

)
BC
n,γ(x)− a(2)n+1,γB

C
n−1,γ(x),(87)
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BS
n+1,γ(x) =

(
2 cosx− d(1)n+1,γ

)
BS
n,γ(x)− d(2)n+1,γB

S
n−1,γ(x),(88)

kao i da va�i slede�i rezultat.

Lema 3.3. Za svako k ∈ N0 va�i

BC
k+1,γ(π) = 0, BS

k+1,γ(0) = 0.

3.3.1 Kvadraturne formule sa parnim brojem qvorova

Neka je n pozitivan ceo broj. Za γ = 0 dobijamo kvadraturne formule sa parnim
brojem qvorova.

Uvedimo slede�e oznake za k = 0, 1, . . .:

Ck,0(x) =
k∑
j=0

p
(k)
j,0Tj(x), Sk,0(x) =

k∑
j=0

s
(k)
j,0Uj−1(x),

u1(x) =
w(arccosx)√

1− x2
, u2(x) =

√
1− x2w(arccosx),

gde su Tk(x) = cos (k · arccosx) i Uk(x) = sin ((k + 1) arccosx)/
√

1− x2, x ∈ (−1, 1),

Chebyshev-	evi polinomi prve i druge vrste, redom. Da	e, oznaqimo sa τ
(i)
k i

σ
(i)
k , k = 1, . . . , n, qvorove i te�inske koeficijente Gauss-ove kvadraturne formule
konstruisane na prostoru algebarskih polinoma u odnosu na te�inske funkcije
ui(x), i = 1, 2.

Veza kvadrature (75) sa odre�enom Gauss-ovom kvadraturnom formulom za al-
gebarske polinome, u sluqaju γ = 0, posmatrana je u radu [68]. Koriste�i te veze
dolazimo do slede�eg rezultata.

Teorema 3.3. Neka je n pozitivan ceo broj i w(x) parna te�inska funkcija na
intervalu (−π, π). Tada, za svako k = 0, 1, . . . , n− 1, va�i

(89) (Cn,0(x), Ck,0(x))u1 = 0 i (Sn,0(x), Sk,0(x))u2 = 0.

Dokaz. Koriste�i tvr�e�e leme 2.2 i ortogonalnost polinoma BC
k,0(x), uvode�i

smenu x = arccos t, za svako k = 0, 1, . . . , n− 1, imamo

0 =
(
BC
n,0(x), BC

k,0(x)
)
w

=
(

2Î − Ĝ2n

) (
BC
n,0(x) ·BC

k,0(x)
)

= 4

∫ π

0

BC
n,0(x)BC

k,0(x)w(x)dx−
2n−1∑
j=0

ωjB
C
n,0(xj)B

C
k,0(xj)

= 4

∫ −1
1

BC
n,0(arccos t)BC

k,0(arccos t)
w(arccos t)√

1− t2
(−dt)

−

[
n−1∑
j=0

σ
(1)
j+1B

C
n,0

(
− arccos τ

(1)
j+1

)
BC
k,0

(
− arccos τ

(1)
j+1

)
+

2n−1∑
j=n

σ
(1)
2n−jB

C
n,0

(
arccos τ

(1)
2n−j

)
BC
k,0

(
arccos τ

(1)
2n−j

)]
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= 4

∫ 1

−1
BC
n,0(arccos t)BC

k,0(arccos t)
w(arccos t)√

1− t2
dt

− 2
n∑
j=1

σ
(1)
j BC

n,0

(
arccos τ

(1)
j

)
BC
k,0

(
arccos τ

(1)
j

)
= 2 (2I −Gn)

(
BC
n,0(arccosx) ·BC

k,0(arccosx)
)

= 2
(
BC
n,0(arccosx), BC

k,0(arccosx)
)
u1
.

Kako je BC
k,0(arccosx) =

k∑
j=0

p
(k)
j,0 cos (j arccosx) =

k∑
j=0

p
(k)
j,0Tj(x), za sve k = 0, 1, . . . , n− 1,

odavde dobijamo

(
BC
n,0(arccosx), BC

k,0(arccosx)
)
u1

=

(
n∑
j=0

p
(n)
j,0 Tj(x),

k∑
j=0

p
(k)
j,0Tj(x)

)
u1

= (Cn,0(x), Ck,0(x))u1 ,

tj. (Cn(x), Ck(x))u1 = 0.
Druga jednakost se dokazuje na isti naqin, korix�e�em leme 2.3:

0 =
(
BS
n,0(x), BS

k,0(x)
)
w

=
(

2Î − Ĝ2n

) (
BS
n,0(x) ·BS

k,0(x)
)

= 4

∫ π

0

BS
n,0(x)BS

k,0(x)w(x)dx−
2n−1∑
j=0

ωjB
S
n,0(xj)B

S
k,0(xj)

= 2 ·

[
2

∫ 1

−1

BS
n,0(arccos t)
√

1− t2
·
BS
k,0(arccos t)
√

1− t2
u2(t)dt

−
n∑
j=1

σ
(2)
j

BS
n,0

(
arccos τ

(2)
j

)
√

1−
(
τ
(2)
j

)2 ·
BS
k,0

(
arccos τ

(2)
j

)
√

1−
(
τ
(2)
j

)2


= 2 · (2I −Gn)

(
BS
n,0(arccosx)
√

1− x2
·
BS
k,0(arccosx)
√

1− x2

)

= 2

(
BS
n,0(arccosx)
√

1− x2
,
BS
k,0(arccosx)
√

1− x2

)
u2

.

Sada, iz jednakosti

BS
k,0(arccosx) =

k∑
j=0

s
(k)
j,0 sin (j arccosx) =

k∑
j=0

s
(k)
j,0

√
1− x2Uk−1(x),

odnosno

BS
k,0(arccosx)
√

1− x2
=

k∑
j=0

s
(k)
j,0Uj−1(x),
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za svako k = 0, 1, . . . , n− 1, dobijamo:(
BS
n,0(arccosx)
√

1− x2
,
BS
k,0(arccosx)
√

1− x2

)
u2

=

(
n∑
j=0

s
(n)
j,0Uj−1(x),

k∑
j=0

s
(k)
j,0Uj−1(x)

)
u2

= (Sn,0(x), Sk,0(x))u2 ,

tj. va�i (Sn(x), Sk(x))u2 = 0.

Ako u jednakosti (87) uvedemo smenu x := arccosx, uzimaju�i u obzir jednakost
BC
n,0(arccosx) = Cn,0(x), dobijamo:

Cn,0(x) =
(

2x− a(1)n,0
)
Cn−1,0(x)− a(2)n,0Cn−2,0(x), a

(2)
1,0 = 0, C0,0(x) = 1.

Dakle, nule polinoma Cn+1,0(x), a time i nule polinoma BC
n+1,0(x), mogu se odrediti

korix�e�em QR-algoritma.

Lema 3.4. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su τk
i σk, k = 1, . . . , n+ 1, qvorovi i te�inski koeficijenti anti-Gauss-ove kvadra-
turne formule sa n + 1 qvorom, konstruisane na prostoru algebarskih polinoma
u odnosu na te�insku funkciju u1(x) = w(arccosx)/

√
1− x2 na (−1, 1). Tada se

te�inski koeficijenti ω̂k i qvorovi x̂k, k = 0, 1, . . . , 2n+ 1, anti-Gauss-ove kva-
drature sa 2n + 2 qvora, konstruisane u odnosu na te�insku funkciju w, mogu
odrediti pomo�u formula:

ω̂k = ω̂2n+1−k = σk+1, k = 0, 1, . . . , n,

x̂k = −x̂2n+1−k = − arccos τk+1, k = 0, 1, . . . , n.

Dokaz. Na osnovu jednakosti BC
n+1,0(arccosx) = Cn+1,0(x) jasno se vidi da su qvo-

rovi anti-Gauss-ove kvadraturne formule za trigonometrijske polinome dati sa

x̂k = −x̂2n+1−k = − arccos τk+1, k = 0, 1, . . . , n.

Za odre�iva�e te�inskih koeficijenata koristimo Shohat-ovu formulu (videti
[59], [42]):

σk = µ0


n∑
j=0

Cj,0(τk)j∏
i=2

a
(2)
i,0


2 
−1

=
µ0

n∑
j=0

BC
j,0(arccos τk)

j∏
i=2

a
(2)
i,0

2 , k = 1, . . . , n+ 1,

pri qemu je

µ0 =

∫ 1

−1

w(arccosx)√
1− x2

dx.

Kako je te�inska funkcija w(x) parna na intervalu (−π, π), to je

ω̂2n+1−k =
µ̂0

2 ·
n∑
j=0

BC
j,0(x̂2n+1−k)

j∏
i=2

a
(2)
i,0

2 , k = 0, 1, . . . , n,
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gde je

µ̂0 =

∫ π

−π
w(x)dx = 2

∫ 1

−1
w(arccos t)

dt√
1− t2

= 2µ0.

Odavde dobijamo ω̂2n+1−k = ω̂k = σk+1, za k = 0, 1, . . . , n.

Na sliqan naqin se mo�e dokazati slede�i rezultat.

Lema 3.5. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su τk
i σk, k = 1, . . . , n+ 1, qvorovi i te�inski koeficijenti anti-Gauss-ove kvadra-
turne formule sa n + 1 qvorom, konstruisane na prostoru algebarskih polinoma
u odnosu na te�insku funkciju u2(x) =

√
1− x2w(arccosx) na (−1, 1). Tada se te-

�inski koeficijenti ω̂k i qvorovi x̂k, k = 0, 1, . . . , 2n+ 1, anti-Gauss-ove kvadra-
turne formule sa 2n + 2 qvora, konstruisane u odnosu na te�insku funkciju w,
mogu odrediti na slede�i naqin:

ω̂k = ω̂2n+1−k =
σk+1

1− τ 2k+1

, k = 0, 1, . . . , n,

x̂k = −x̂2n+1−k = − arccos τk+1, k = 0, 1, . . . , n.

3.3.2 Kvadraturne formule sa neparnim brojem qvorova

U sluqaju γ = 1/2 dobijamo kvadraturne formule sa neparnim brojem qvorova.
Uvedimo slede�e oznake za k = 0, 1, . . .:

Ck,1/2(x) =
k∑
j=0

p
(k)
j,1/2

(
Tj(x)− (1− x)Uj−1(x)

)
,

Sk,1/2(x) =
k∑
j=0

s
(k)
j,1/2

(
Tj(x) + (1 + x)Uj−1(x)

)
,

u3(x) =

√
1 + x

1− x
w(arccosx), u4(x) =

√
1− x
1 + x

w(arccosx).

Da	e, oznaqimo sa τ
(i)
k i σ

(i)
k , k = 1, . . . , n, qvorove i te�inske koeficijente Gauss-

ove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome u odnosu na te�inske
funkcije ui(x), i = 3, 4. Va�i slede�i rezultat.

Teorema 3.4. Neka je n fiksiran pozitivan ceo broj i neka je w(x) parna te�in-
ska funkcija na intervalu (−π, π). Tada va�e slede�e jednakosti(

Cn,1/2(x), Ck,1/2(x)
)
u3

= 0 i
(
Sn,1/2(x), Sk,1/2(x)

)
u4

= 0,

za svako k = 0, 1, . . . , n− 1.

Dokaz. Lako se proverava da va�i trigonometrijska jednakost

cos

((
k +

1

2

)
arccosx

)
= Tk(x)

√
1 + x

2
−
√

1− x2 · Uk−1(x)

√
1− x

2
.
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Polaze�i od polinoma BC
k,1/2, odavde imamo

(90) BC
k,1/2(arccosx) =

k∑
j=0

p
(k)
j,1/2 cos

(
j +

1

2

)
arccosx =

√
1 + x

2
Ck,1/2(x),

odnosno va�iBC
k,1/2(arccosx)/

√
1 + x = Ck,1/2(x)/

√
2. Koriste�i ove jednakosti, uslo-

ve ortogonalnosti polinoma BC
k,1/2(x), lemu 3.3 i lemu 2.6, za svako k = 0, 1, . . . , n−1,

dobijamo:

0 =
(
BC
n,1/2(x), BC

k,1/2(x)
)
w

=
(

2Î − Ĝ2n+1

) (
BC
n,1/2(x) ·BC

k,1/2(x)
)

= 4

∫ π

0

BC
n,1/2(x)BC

k,1/2(x)w(x)dx−
2n∑
j=0

ωjB
C
n,1/2(xj)B

C
k,1/2(xj)

= 4

∫ 1

−1

BC
n,1/2(arccos t)
√

1 + t
·
BC
k,1/2(arccos t)
√

1 + t

√
1 + t

1− t
w(arccos t)dt

− 2
n∑
j=1

σ
(3)
j

BC
n,1/2

(
arccos τ

(3)
j

)
√

1 + τ
(3)
j

·
BC
k,1/2

(
arccos τ

(3)
j

)
√

1 + τ
(3)
j

= 2

∫ 1

−1
Cn,1/2(t)Ck,1/2(t)u3(t)dt−

n∑
j=1

σ
(3)
j Cn,1/2

(
τ
(3)
j

)
Ck,1/2

(
τ
(3)
j

)
= (2I −Gn)

(
Cn,1/2(x) · Ck,1/2(x)

)
=
(
Cn,1/2(x), Ck,1/2(x)

)
u3
,

tj.
(
Cn,1/2(x), Ck,1/2(x)

)
u3

= 0.
Za dokaziva�e drugog dela tvr�e�a koristimo trigonometrijsku jednakost

sin

((
k +

1

2

)
arccosx

)
=
√

1− x2 Uk−1(x)

√
1 + x

2
+ Tk(x)

√
1− x

2
,

na osnovu koje je

BS
k,1/2(arccosx) =

k∑
j=0

s
(k)
j,1/2 sin

((
j +

1

2

)
arccosx

)
(91)

=

√
1− x

2
Sn,1/2(x),

odnosno BS
k,1/2(arccosx)/

√
1− x = Sk,1/2(x)/

√
2. Sada, koriste�i ove jednakosti, uslo-

ve ortogonalnosti polinoma BS
k,1/2(x), tvr�e�e lema 3.3 i 2.7, imamo da za svako

k = 0, 1, . . . , n− 1 va�i:

0 =
(
BS
n,1/2(x), BS

k,1/2(x)
)
w

=
(
Sn,1/2(x), Sk,1/2(x)

)
u4
,

xto je i trebalo dokazati.
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Ako u jednakosti (87) stavimo x := arccosx i iskoristimo jednakost (90), a zatim
obe strane dobijene jednakosti podelimo sa

√
(1 + x)/2, dobijamo troqlanu reku-

rentnu relaciju koju zadovo	avaju algebarski polinomi Ck,1/2(x):

(92) Cn+1,1/2(x) =
(

2x− a(1)n+1,1/2

)
Cn,1/2(x)− a(2)n+1,1/2Cn−1,1/2(x),

uz uslove a
(2)
1,1/2 = 0, C0,1/2(x) = 1.

Sada mo�emo izvesti veze izme�u odgovaraju�ih qvorova i te�inskih koefi-
cijenata anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula konstruisanih na prostoru alge-
barskih polinoma i anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula koje konstruixemo za
trigonometrijske polinome.

Lema 3.6. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su τk i
σk, k = 1, . . . , n+1, qvorovi i te�inski koeficijenti anti-Gauss-ove kvadraturne
formule sa n+ 1 qvorom, konstruisane na prostoru algebarskih polinoma u odnosu
na te�insku funkciju

u3(x) = w(arccosx)

√
1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1).

Tada se te�inski koeficijenti ω̂k i qvorovi x̂k, k = 0, 1, . . . , 2n+ 2, anti-Gauss-
ove kvadraturne formule sa 2n+3 qvora, konstruisane u odnosu na te�insku funk-
ciju w, mogu odrediti pomo�u slede�ih formula:

ω̂k = ω̂2n+2−k−1 =
σk+1

1 + τk+1

, k = 0, 1, . . . , n,

x̂k = −x̂2n+2−k−1 = − arccos τk+1, k = 0, 1, . . . , n,

ω̂2n+2 =

∫ π

−π
w(x)dx−

2n+1∑
k=0

ω̂k, x̂2n+2 = π.

Dokaz. Koriste�i troqlanu rekurentnu relaciju (92) jednostavno mo�emo kon-
struisati niz polinoma

{
Ck,1/2(x)

}
k∈N0

, a zatim primenom QR-algoritma odredi-

ti nule algebarskog polinoma Cn+1,1/2(x), odnosno qvorove τk, k = 1, . . . , n + 1. Na
osnovu jednakosti (90) lako je primetiti da va�i x̂k = −x̂2n+2−k−1 = − arccos τk+1,
k = 0, 1, . . . , n, qime su odre�ena prva 2n + 2 qvora anti-Gauss-ove kvadrature koju
konstruixemo na prostoru trigonometrijskih polinoma. Preostali qvor x̂2n+2 bi�e
jednak π, na osnovu tvr�e�a leme 3.3.

Pre�imo sada na izraqunava�e te�inskih koeficijenata. Kao u sluqaju kva-
draturnih formula sa parnim brojem qvorova, i ovde se pozivamo na korix�e�e
Shohat-ove formule, koja se mo�e na�i u radovima [59], [42]. Dakle, za sve indekse
k = 1, . . . , n+ 1 va�i:

σk = µ0


n∑
j=0

Cj,1/2(τk)j∏
i=2

a
(2)
i,1/2


2 
−1

=
µ0(1 + τk)

2
n∑
j=0

BC
j,1/2

(x̂2n+2−k)

j∏
i=2

a
(2)
i,1/2

2 ,
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gde je

µ0 =

∫ 1

−1

√
1 + x

1− x
w(arccosx)dx.

Kako je funkcija w(x) parna na intervalu (−π, π), to �e biti

ω̂2n+2−k−1 =
µ̂0

2
n∑
j=0

BC
j,1/2

(x̂2n+2−k−1)

j∏
i=2

a
(2)
i,1/2

2 , k = 0, 1, . . . , n,

pri qemu je

µ̂0 =

∫ π

−π
cos2

x

2
w(x)dx = 2

∫ 1

−1

1 + t

2
w(arccos t)

dt√
1− t2

= µ0.

Odavde dobijamo:

ω̂2n+2−k−1 = ω̂k =
σk+1

1 + τk+1

, k = 0, 1, . . . , n.

Konaqno, koriste�i jednakost
2n+2∑
k=0

ω̂k =
π∫
−π
w(x)dx, odre�ujemo posled�i te�inski

koeficijent

ω̂2n+2 =

∫ π

−π
w(x)dx−

2n+1∑
k=0

ω̂k,

qime je dokaz zavrxen.

Naredna lema se mo�e dokazati na sliqan naqin, koriste�i polinome BS
j,1/2(x),

relaciju (91) i jednakost µ̂0 =
π∫
−π

sin2 x
2
w(x)dx.

Lema 3.7. Neka je w parna te�inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su τk
i σk, k = 1, . . . , n+ 1, qvorovi i te�inski koeficijenti anti-Gauss-ove kvadra-
turne formule sa n+ 1 qvorom, konstruisane na prostoru algebarskih polinoma u
odnosu na te�insku funkciju

u4(x) = w(arccosx)

√
1− x
1 + x

, x ∈ (−1, 1).

Tada se te�inski koeficijenti ω̂k i qvorovi x̂k, k = 0, 1, . . . , 2n+ 2, anti-Gauss-
ove kvadraturne formule sa 2n+3 qvora, konstruisane u odnosu na te�insku funk-
ciju w, mogu odrediti na slede�i naqin:

ω̂k = ω̂2n+2−k =
σk+1

1− τk+1

, k = 0, 1, . . . , n,

x̂k = −x̂2n+2−k = − arccos τk+1, k = 0, 1, . . . , n,

ω̂n+1 =

∫ π

−π
w(x)dx−

2n+2∑
k=0

k 6=n+1

ω̂k, x̂n+1 = 0.
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U prethodnim lemama smo izveli jednostavne naqine za odre�iva�e parametara
anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za trigonometrijske polinome. Sada, ka-
da imamo konstruisane Gauss-ove kvadraturne formule Ĝñ+1f i anti-Gauss-ove
kvadraturne formule Ĥñ+3f , mo�emo uvesti takozvane usred�ene Gauss-ove kvadra-
turne formule na prostoru trigonometrijskih polinoma:

Â2ñ+4f =
1

2

(
Ĝñ+1 + Ĥñ+3

)
f.

Ove formule �e imati taqnost ñ+2, odnosno jednakost Ĩf = Â2ñ+4f �e biti ispu�ena
za sve f ∈ Tñ+2.

3.4 Numeriqki primeri

U ovom poglav	u navodimo dva primera za prostor trigonometrijskih polinoma
u kojima �e biti predstav	eni rezultati primene kvadraturnih formula sa par-
nim, odnosno neparnim brojem qvorova, redom, navode�i grexke koje daju Gauss-ove,
anti-Gauss-ove i usred�ene kvadraturne formule. Sva izraqunava�a izvrxena su
korix�e�em programskog paketa Mathematica, u okviru koga je za odre�iva�e qvo-
rova i te�inskih koeficijenata polaznih kvadraturnih formula uk	uqen paket
Orthogonal Polynomials (za vixe deta	a videti [12]).

Primer 3.1. Posmatrajmo te�insku funkciju w(x) = 1− cos2 x, za x ∈ (−π, π), i
odgovaraju�u funkciju

u1 =
w(arccosx)√

1− x2
=
√

1− x2, za x ∈ (−1, 1).

U tabeli 1 predstav	ene su vrednosti grexaka koje nastaju primenom kvadratur-
nih formula Ĝñ+1, Ĥñ+3 i Â2ñ+4, za ñ + 1 = 20, 40, 60, 80, pri qemu je integrand
funkcija f(x) = (1 + cosx)(e−x + 4/3).

Tabela 1: Grexke u Gauss-ovoj (Ĝñ+1), anti-Gauss-ovoj (Ĥñ+3) i usred�enoj (Â2ñ+4)
kvadraturnoj formuli za w(x) = 1− cos2 x, x ∈ (−π, π) i f(x) = (1 + cos x)(e−x+ 4/3)

ñ+ 1 Îf − Ĝñ+1f Îf − Ĥñ+3f Îf − Â2ñ+4f
80 −9.30463 · 10−9 8.99386 · 10−9 −1.55389 · 10−10

60 −4.97942 · 10−8 4.82213 · 10−8 −7.86464 · 10−10

40 −5.16734 · 10−7 5.00653 · 10−7 −8.04024 · 10−9

20 −0.0000254069 0.0000246255 −3.90685 · 10−7

Primer 3.2. U ovom primeru izaberimo te�insku funkciju w(x) = 1 + cos x, za
x ∈ (−π, π), i �oj odgovaraju�u funkciju

u4(x) = w(arccosx)

√
1− x
1 + x

=
√

1− x2, za x ∈ (−1, 1).

Neka je integrand ponovo funkcija f(x) = (1 + cosx)(e−x + 4/3). Rezultati pri-

mene kvadraturnih formula Ĝñ+1, Ĥñ+3 i Â2ñ+4, za ñ+ 1 = 21, 41, 61, 81, dati su u
tabeli 2.
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Tabela 2: Grexke u Gauss-ovoj (Ĝñ+1), anti-Gauss-ovoj (Ĥñ+3) i usred�enoj (Â2ñ+4)
kvadraturnoj formuli za w(x) = 1 + cosx, x ∈ (−π, π) i f(x) = (1 + cosx)(e−x + 4/3)

ñ+ 1 Îf − Ĝñ+1f Îf − Ĥñ+3f Îf − Â2ñ+4f
81 −4.63804 · 10−9 4.49229 · 10−9 −7.28786 · 10−11

61 −2.48222 · 10−8 2.40457 · 10−8 −3.88281 · 10−10

41 −2.56852 · 10−7 2.48826 · 10−7 −4.01318 · 10−9

21 −0.0000124339 0.0000120453 −1.94297 · 10−7

Na kraju ovog poglav	a dajemo pore�e�e naxeg metoda sa drugim postoje�im me-
todama. Naime, Kim i Reichel su u radu [31] uveli anti-Szegő-ve kvadraturne
formule koje karakterixe osobina da je grexka nastala primenom ove kvadraturne
formule na Laurent-ove polinome stepena ne ve�eg od n jednaka proizvodu negativ-
ne konstante i grexke dobijene primenom Szegő-ve kvadraturne formule sa n qvo-
rova. Koriste�i Szegő-ve i anti-Szegő-ve kvadrature, Jagels, Reichel i Tang
su u radu [30] definisali uopxtene usred�ene Szegő-ve kvadraturne formule koje
su taqne za sve Laurent-ove polinome prostora Λ−n+1,n−1.

Qvorovi uopxtene usred�ene Szegő-ve kvadraturne formule se odre�uju kao
sopstvene vrednosti unitarne gor�e Hessenberg-ove matrice H̆2n−2(τ), dimenzije
(2n−2)×(2n−2), koja je odre�ena parametrom τ sa jediniqne kru�nice i takozvanim
Schur-ovim parametrima γ1, . . . , γn−1. Te�inski koeficijenti se tada mogu izraqu-
nati kao kvadrati prvih komponenti odgovaraju�ih jediniqnih sopstvenih vektora
(videti [30], [31]). Gor�a Hessenberg-ova matrica H̆2n−2(τ) mo�e biti predstav	e-

na u obliku H̆2n−2(τ) = D̂
−1/2
2n−2Ĥ2n−2(τ)D̂

1/2
2n−2, gde je

Ĥ2n−2(τ) =


−γ̄0γ1 −γ̄0γ2 · · · −γ̄0γn−1 −γ̄0γn−2 · · · −γ̄0γ1 −γ̄0τ

1− |γ1|2 −γ̄1γ2 · · · −γ̄1γn−1 −γ̄1γn−2 · · · −γ̄1γ1 −γ̄1τ
0 1− |γ2|2 · · · −γ̄2γn−1 −γ̄2γn−2 · · · −γ̄2γ1 −γ̄2τ
...
0 0 · · · 0 1− |γ1|2 −γ̄1τ

 ,

kao i γ0 = 1, D̂2n−2 = diag[δ̂0, δ̂1, . . . , δ̂2n−3], δ̂0 = 1, δ̂j = δ̂j−1 (1− |γ̂j|2), j = 1, . . . , 2n−3,
γ̂j = γj, j = 1, . . . , n−1 i γ̂j = γ2n−2−j, j = n, . . . , 2n−3. Postoji nekoliko algoritama
za dekompoziciju ovakvih matrica (videti [27], [26], [25]). Izraqunava�e sopstve-
nog sistema mo�e se izvesti veoma efikasno korix�e�em kompaktne reprezentacije
Hessenberg-ove matrice (videti npr. [27], [25]).

Za razliku od navedenog metoda, nax metod koristi rekurentne relacije za odre-
�iva�e potrebnih ortogonalnih sistema kako bi se izbegla numeriqka nestabilnost
koja je karakteristiqna za Gram-Schmidt-ov postupak. Tako�e, rekurentne rela-
cije obezbe�uju stabilan naqin za izraqunava�e vrednosti trigonometrijskih po-
linoma u odnosu na korix�e�e proxirenih formi. Demonstrirali smo kako se u
sluqaju simetriqne te�inske funkcije mogu konstruisati anti-Gauss-ove kvadra-
turne formule, slu�e�i se ortogonalnim polinomima realne prave.

Koriste�i usred�ene Gauss-ove kvadraturne formule za trigonometrijske po-
linome, koje smo uveli u prethodnim poglav	ima, uspeli smo da postignemo mnogo
ve�u taqnost u pore�e�u sa usred�enim Szegő-vim kvadraturama na klasi simetri-
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qnih te�inskih funkcija, koju �emo demonstrirati u narednom primeru. Tako�e,
uvo�e�em anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula sa neparnim brojem qvorova (slu-
qaj γ = 1/2) postigli smo taqnost za trigonometrijske polinome ve�eg stepena, ta-
qnije za sve trigonometrijske polinome t ∈ T2n+2. U nastavku navodimo primer koji
je dat u radu [30], uz pore�e�e sa rezultatima dobijenim primenom naxih metoda.

Primer 3.3. Posmatrajmo te�insku funkciju w(x) = 2 sin2
(
x
2

)
na (−π, π) i inte-

grand f(x) = 1
2

log (5 + 4 cos x). U tabeli 3 predstav	ene su grexke nastale prime-
nom Szegő-ve Sn1 (f), anti-Szegő-ve An1 (f), uopxtene usred�ene Szegő-ve kvadra-

turne formule Ŝ
(2n−2)
1 (f), kao i Gauss-ove Ĝñ+1f , anti-Gauss-ove Ĥñ+3f i usred-

�ene Gauss-ove kvadrature Â2ñ+4f , uz uslov ñ+ 1 = n. Mo�emo primetiti da su
grexke koje nastaju primenom Gauss-ovih i Szegő-vih, odnosno anti-Gauss-ovih
i anti-Szegő-vih kvadratura, pribli�ne. Me�utim, oqigledno je da usred�ene
Gauss-ove kvadrature za trigonometrijske polinome daju znaqajno pobo	xa�e u
odnosu na uopxtene usred�ene Szegő-ve kvadrature, koje su predstav	ale najbo	e
rezultate u radu [30]. To pobo	xa�e je znaqajnije sa porastom broja qvorova. Ta-
ko�e, mo�emo primetiti da u navedenom primeru kvadraturne formule sa parnim
brojem qvorova dovode do ve�eg pobo	xa�a rezultata nego kvadraturne formule sa
neparnim brojem qvorova.

Tabela 3: Grexke u Szegő-voj (Sn1 (f)), anti-Szegő-voj (An1 (f)), uopxtenoj usred�enoj

Szegő-voj (Ŝ
(2n−2)
1 (f)), Gauss-ovoj (Ĝñ+1f), anti-Gauss-ovoj (Ĥñ+3f) i usred�enoj

Gauss-ovoj (Â2ñ+4f) kvadraturnoj formuli za w(x) = 2 sin2
(
x
2

)
, x ∈ (−π, π), i f(x) =

1
2

log (5 + 4 cos x)

Pravilo n = 12 n = 15 n = 18
Sn1 (f) −2.2 · 10−5 2.2 · 10−6 −2.3 · 10−7

An1 (f) 2.3 · 10−5 −2.3 · 10−6 2.4 · 10−7

Ŝ
(2n−2)
1 (f) −1.5 · 10−7 9.2 · 10−9 −6.7 · 10−10

Ĝñ+1f −1.98 · 10−5 1.38 · 10−5 −2 · 10−7

Ĥñ+3f 1.98 · 10−5 −1.38 · 10−5 2 · 10−7

Â2ñ+4f −5.31 · 10−10 1.04 · 10−10 −8.75 · 10−14
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4 Skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za

optimalni skup kvadraturnih formula u Borges-

ovom smislu

U prethodnim poglav	ima smo videli znaqaj ortogonalnih polinoma u oblasti
Numeriqke integracije. Tokom dvadesetog veka nauqnici su se bavili izuqava�em
karakteristika razliqitih vrsta ortogonalnih polinoma. Ubrzo se javilo intere-
sova�e o proxire�u pojma ortogonalnih polinoma poznato kao vixestruko ortogo-
nalni polinomi. Ovaj pojam potiqe od simultane racionalne aproksimacije, posebno
od Hermite-Padé-ove aproksimacije sistema r funkcija, pa otuda vuqe svoje korene
iz devetnaestog veka. Radovi i k�ige u kojima su obra�ivani pojmovi vixestruko
ortogonalnih polinoma i Hermite-Padé-ova aproksimacija su [3], [5], [19], [28], [36],
[39], [44], [45], [50], [54], [60], [61], [62], [71], [73], [74], [75],. . .

Vixestruko ortogonalni polinomi predstav	aju generalizaciju ortogonalnih
polinoma u tom smislu da oni zadovo	avaju r ∈ N uslova ortogonalnosti. Neka
je r > 1 ceo broj i neka su sa w1, . . . , wr oznaqene te�inske funkcije na realnoj
pravoj, takve da je nosaq svake funkcije wk podskup nekog intervala Ek. Vektor−→n = (n1, . . . , nr) ∈ Nr naziva se multi-indeks du�ine |−→n | = n1 + · · · + nr, gde su
n1, . . . , nr nenegativni celi brojevi.

Uvedimo parcijalno ure�e�e nad multi-indeksima na slede�i naqin: za multi-
indekse −→m = (m1,m2, . . . ,mr) i

−→n = (n1, n2, . . . , nr) ka�emo da va�i
−→m 6 −→n kadgod

je mk 6 nk, za svako k = 1, . . . , r.

Postoje dva tipa vixestruko ortogonalnih polinoma (videti [75]).

• Vixestruko ortogonalni polinom tipa I predstav	a vektor (A−→n ,1, . . . , A−→n ,r)
takav da je A−→n ,k polinom stepena nk − 1, za svako k = 1, . . . , r, i va�e uslovi
ortogonalnosti

(93)
r∑

k=1

∫
Ek

A−→n ,kx
jwk(x)dx = 0, j = 0, 1, . . . , |−→n | − 2,

uz normalizaciju

(94)
r∑

k=1

∫
Ek

A−→n ,k(x)x|
−→n |−1wk(x)dx = 1.

Svaki polinom A−→n ,k ima nk koeficijenata. Vixestruko ortogonalni polinom
tipa I je kompletno odre�en ako se svih |−→n | nepoznatih koeficijenata mo�e
odrediti. Kako uslovi ortogonalnosti (93) formiraju sistem od |−→n | − 1 homo-
gene linearne jednaqine, to se vixestruko ortogonalni polinom tipa I mo�e
jedinstveno odrediti do na multiplikativnu konstantu ukoliko je matrica
tog sistema regularna.

• Vixestruko ortogonalni polinom tipa II je moniqan polinom P̂−→n stepena
|−→n |, koji zadovo	ava uslove ortogonalnosti

(95)

∫
Ek

P̂−→n x
jwk(x)dx = 0, za j = 0, 1, . . . , nk − 1; k = 1, . . . , r.
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Ovi uslovi daju |−→n | linearnih jednaqina za odre�iva�e |−→n | nepoznatih koe-

ficijenata moniqnog polinoma P̂−→n (x). Ako je polinom P̂−→n jedinstveno odre�en,
za multi-indeks −→n ka�emo da je normalan. Ukoliko su svi multi-indeksi nor-
malni, imamo savrxen sistem.

U oba sluqaja za r = 1 vixestruko ortogonalni polinomi se svode na obiqne
ortogonalne polinome. U nastavku, naxa pa��a �e biti usmerena na vixestruko
ortogonalne polinome tipa II.

Jedinstvenost vixestruko ortogonalnih polinoma se mo�e garantovati jedino
postav	a�em dodatnih pretpostavki za posmatranih r te�inskih funkcija. Postoje
dva sluqaja za koje su vixestruko ortogonalni polinomi tipa II definisani (videti
[75]).

1. Angelesco sistem predstav	a sistem te�inskih funkcija kojima su svi
nosaqi Ek me�usobno disjunktni, tj. za koje je Ei ∩ Ej = ∅ za 1 6 i 6= j 6 r.

2. AT sistem je sistem te�inskih funkcija takvih da sve imaju isti nosaq E i
da slede�ih |−→n | funkcija

w1(x), . . . , xn1−1w1(x), . . . , wr(x), . . . , xnr−1wr(x)

formiraju Chebyshev-	ev sistem na E za svaki multi-indeks −→n .

Dokazi slede�ih teorema objav	eni su u radovima [75] i [28].

Teorema 4.1. Vixestruko ortogonalni polinom tipa II P̂−→n (x), u odnosu na An-
gelesco sistem te�inskih funkcija, mo�e se predstaviti kao proizvod r po-
linoma

∏r
k=1 p̂nk

(x), pri qemu svaki od polinoma p̂nk
ima taqno nk nula na Ek.

Dokaz. Pretpostavimo da polinom P̂−→n (x) ima mk < nk promena znaka na inter-
valu Ek i neka su one u taqkama x1, . . . , xmk

. Oznaqimo sa Qmk
(x) polinom qije su

nule upravo ove taqke, tj. neka je

Qmk
(x) = (x− x1) · · · (x− xmk

).

Tada polinom P̂−→n (x)Qmk
(x) ne me�a znak na intervalu Ek, pa va�i∫

Ek

P̂−→n (x)Qmk
(x)wk(x)dx 6= 0.

S druge strane, na osnovu uslova ortogonalnosti (95) integral na levoj strani po-
sled�eg izraza �e imati vrednost nula, pa dolazimo do kontradikcije. Dakle, poli-
nom P̂−→n (x) ima najma�e nk nula na intervalu Ek. Kako su intervali Ek, k = 1, . . . , r,

me�usobno disjunktni, to zak	uqujemo da polinom P̂−→n (x) ima najma�e |−→n | nula na
realnoj pravoj, a kako je stepen ovog polinoma jednak |−→n |, to �e broj nula na inter-
valu Ek biti taqno nk.

Teorema 4.2. Vixestruko ortogonalni polinom tipa II P̂−→n (x), u odnosu na AT
sistem te�inskih funkcija, ima taqno |−→n | nula na E. Za vixestruko orto-
gonalni polinom tipa I, u odnosu na AT sistem te�inskih funkcija, linearna
kombinacija

∑r
k=1A−→n ,k(x)wk(x) ima taqno |−→n | − 1 nulu na E.
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Dokaz. Poka�imo najpre prvi deo tvr�e�a. Pretpostavimo da P̂−→n (x) imam < |−→n |
promena znaka na E i neka su one u taqkama x1, . . . , xm. Posmatrajmo multi-indeks−→m = (m1, . . . ,mr), du�ine |−→m|, takav da je mi 6 ni, za svako i = 1, . . . , r, i da postoji
indeks k za koji je mk < nk. Tada mo�emo konstruisati funkciju

Q(x) =
r∑
i=1

pi(x)wi(x),

takvu da je pi(x) polinom stepena mi − 1, za svako i 6= k, a pk(x) polinom stepena
mk, kao i da ona zadovo	ava interpolacione uslove Q(xj) = 0, za j = 1, . . . ,m, i
Q(x0) = 1, za neku taqku x0 ∈ E. Ovaj interpolacioni problem ima jedinstveno
rexe�e jer posmatrani sistem te�inskih funkcija qini Chebyshev-	ev sistem.
Funkcija Q(x) oqigledno ima m nula, a kako je posmatrani sistem Chebyshev-	ev,
to ona ne mo�e imati dodatnih promena znaka. Xtavixe, uslov Q(x0) = 1 obezbe�uje

da funkcija ne bude identiqki jednaka nuli. Kako sada funkcija P̂−→n (x)Q(x) ne me�a
znak na E, to va�i ∫

E

P̂−→n (x)Q(x)dx 6= 0.

Me�utim, ovo je u kontradikciji sa uslovima ortogonalnosti (95), koje vixestruko

ortogonalni polinom tipa II P̂−→n (x) zadovo	ava. Time dolazimo do zak	uqka da

polinom P̂−→n (x) ima taqno −→n nula na E, qime je prvi deo tvr�e�a dokazan.
Drugi deo dokaza sprovodi se na sliqan naqin. Najpre naglasimo da funkcija

A(x) =
r∑

k=1

A−→n ,k(x)wk(x)

mo�e imati najvixe |−→n | − 1 nulu na E jer posmatramo Chebyshev-	ev sistem.
Pretpostavimo da ova funkcija ima m < |−→n |−1 promena znaka u taqkama x1, . . . , xm.
Ako sa Qm(x) oznaqimo polinom

Qm(x) = (x− x1) · · · (x− xm),

onda funkcija A(x)Qm(x) ne me�a znak na E, pa va�i∫
E

A(x)Qm(x)dx 6= 0.

Ovo sada dovodi do kontradikcije sa ortogonalnox�u vixestruko ortogonalnog po-
linoma tipa I, pa otuda zak	uqujemo da A(x) ima taqno |−→n | − 1 nulu na E.

Dobro je poznato da algebarski ortogonalni polinomi zadovo	avaju troqlanu
rekurentnu relaciju, o qemu je bilo reqi ranije (videti [8], [23], [33]). U sluqaju
vixestruko ortogonalnih polinoma postoji dosta mogu�ih rekurentnih relacija, s
obzirom da radimo sa multi-indeksima. Me�utim, jedna od znaqajnih rekurentnih
relacija reda r + 1 je zadovo	ena od strane vixestruko ortogonalnih polinoma
tipa II sa skoro dijagonalnim multi-indeksima. Neka je m prirodan broj oblika
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m = lr + j, gde je l =
[
m
r

]
i 0 6 j < r. Skoro dijagonalni multi-indeks −→s (m), koji

odgovara broju m, dat je sa

−→s (m) = (l + 1, . . . , l + 1︸ ︷︷ ︸
j puta

, l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
r−j puta

).

Radi kra�eg zapisa oznaqimo odgovaraju�e vixestruko ortogonalne polinome tipa
II sa P̂m = P̂−→s (m), m ∈ N0, i uvedimo skra�enicu V.O.P. za naziv vixestruko orto-
gonalni polinom, koju �emo u nastavku koristiti. Va�i slede�a teorema (za dokaz
videti [74]).

Teorema 4.3. V.O.P. tipa II, sa skoro dijagonalnim multi-indeksima, zadovo	a-
vaju rekurentnu relaciju

(96) xP̂m(x) = P̂m+1(x) +
r∑
i=0

âm,r−iP̂m−i(x), m > 0,

uz poqetne uslove P̂0(x) = 1 i P̂i(x) = 0, za i = −1, . . . ,−r.

Motivisan problemom koji se jav	a u kompjuterskoj grafici, Carlos Borges je
u [4] ispitivao apstraktniji problem numeriqkog izraqunava�a skupa r odre�enih
integrala uzetih sa r razliqitih te�inskih funkcija, ali povezanih zajedniqkim
integrandom i istim intervalom integracije. Za rexava�e ovakvog problema nije
efikasno koristiti skup od r Gauss-Christoffel-ovih kvadraturnih formula, jer
zahteva veliki broj izraqunava�a vrednosti integranda.

Borges je u radu [4] uveo tzv. koliqnik performanse na slede�i naqin:

R =
Ukupan stepen taqnosti + 1

Broj izraqunava�a vrednosti integranda
.

Koriste�i skup od r Gauss-Christoffel-ovih kvadraturnih formula, dobili bi-
smo R = 2/r, a odatle i R < 1 za sve r > 2.

Ukoliko izaberemo skup od n razliqitih qvorova, koji �e biti isti u svim kva-
draturnim formulama, onda se te�inski koeficijenti za svako od r posmatranih
kvadraturnih pravila mogu izabrati tako da se postigne vrednost R = 1. Kako je iz-
bor qvorova proizvo	an, kvadraturna pravila ne moraju biti najbo	a mogu�a. Zato
je ci	 prona�i optimalni skup qvorova simuliraju�i razvoj Gauss-Christoffel-
ovih kvadraturnih formula.

Oznaqimo sa W = (w1, . . . , wr) jedan AT sistem te�inskih funkcija. Narednom
definicijom se uvodi pojam optimalnog skupa kvadraturnih formula (videti [4,
Definition 3], [44]).

Definicija 4.1. Neka je W AT sistem za multi-indeks −→n = (n1, . . . , nr) i n =
|−→n |. Skup kvadraturnih formula oblika

(97)

∫
E

f(x)wk(x)dx ≈
n∑
i=1

Âk,if(x̂i), k = 1, . . . , r,
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naziva se optimalnim skupom u odnosu na (W,−→n ) ako i samo ako qvorovi x̂i i te-

�inski koeficijenti Âk,i, i = 1, . . . , n, zadovo	avaju slede�e jednaqine:

n∑
i=1

Âk,i =

∫
E

wk(x)dx,

n∑
i=1

Âk,ix̂
j
i =

∫
E

xjwk(x)dx, za j = 1, . . . , n+ nk − 1,

za svako k = 1, . . . , r.

Slede�a teorema predstav	a uopxte�e fundamentalne teoreme za Gauss-Chri-
stoffel-ova kvadraturna pravila i dokazana je od strane Milovanovi�a i Sta-
ni�eve u radu [44].

Teorema 4.4. Neka je W AT sistem, −→n = (n1, . . . , nr) i n = |−→n |. Kvadraturne
formule (97) qine optimalni skup u odnosu na (W,−→n ) ako i samo ako va�i:

(i) one su taqne za sve polinome stepena ma�eg ili jednakog n− 1;

(ii) polinom q(x) =
∏n

i=1(x− x̂i) je V.O.P. tipa II P̂n u odnosu na W .

Naxa ideja je da konstruixemo skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za
optimalni skup kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu. Naime, �elimo da
formiramo skup kvadraturnih formula koje �e davati grexku iste veliqine ali
suprotnog znaka u odnosu na grexku nastalu primenom odgovaraju�e kvadraturne
formule iz posmatranog optimalnog skupa. Rezultati ovog istra�iva�a objav	e-
ni su u radu [53]. Sam koncept anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula povezan sa
vixestrukom ortogonalnox�u, uz ograniqe�e na dijagonalne multi-indekse, prvi
put se pojav	uje u radu [1]. Posmatrani polinomi su korix�eni za odre�iva�e qvo-
rova kvadraturnih formula kod kojih su te�inski koeficijenti unapred zadati
matricama, a koje se prime�uju na aproksimaciju matriqnih funkcija.

4.1 Vixestruko ortogonalni polinomi u odnosu na odre�ene

bilinearne forme

Uz pretpostavku da je (w1, . . . , wr) jedan AT sistem sastav	en od r datih te�in-
skih funkcija na realnoj pravoj, sa nosaqima na istom intervalu E, posmatrajmo
integrale

Ikf =

∫
E

f(x)wk(x)dx.

Oznaqimo kvadraturne formule iz optimalnog skupa kvadraturnih formula u Bor-
ges-ovom smislu sa

G(k)
n f =

n∑
i=1

Âk,if(x̂i), k = 1, . . . , r.

Nax ci	 je da konstruixemo skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula H
(k)
n+1,

k = 1, . . . , r, koje �e biti formule sa n+ 1 qvorom, takve da zadovo	avaju jednakost

(98) Ikp−H(k)
n+1p = −(Ikp−G(k)

n p),
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za sve polinome p stepena ma�eg ili jednakog n. Odavde lako vidimo da je H
(k)
n+1p =(

2Ik −G(k)
n

)
p, xto nas dovodi do posmatra�a bilinearnih formi

(99) (f, g)k =
(
2Ik −G(k)

n

)
(fg), k = 1, . . . , r.

Sada mo�emo definisati dva tipa vixestruko ortogonalnih polinoma u odnosu
na bilinearne forme (99).

Definicija 4.2. V.O.P. tipa I u odnosu na bilinearne forme (99) je vektor poli-
noma (B−→n ,1, . . . , B−→n ,r), takav da je svako B−→n ,k polinom stepena nk−1 i va�e slede�i
uslovi ortogonalnosti

(100)
r∑

k=1

(
B−→n ,k, x

i
)
k

= 0, i = 0, 1, . . . , |−→n | − 2,

sa normalizacijom

(101)
r∑

k=1

(
B−→n ,k, x

|−→n |−1
)
k

= 1.

Svaki polinom B−→n ,k ima nk koeficijenata, pa je V.O.P. tipa I kompletno od-
re�en ukoliko mo�emo izraqunati svih |−→n | nepoznatih koeficijenata. Uslovi or-
togonalnosti (100) i normalizacija (101) daju |−→n | homogenih linearnih jednaqina
za odre�iva�e ovih |−→n | koeficijenata. Matrica ovog linearnog sistema je oblika

(102) M−→n =
[
M

(1)
n1 M

(2)
n2 · · · M

(r)
nr

]
,

gde su M
(k)
nk matrice momenata oblika

M (k)
nk

=


m

(k)
0 m

(k)
1 m

(k)
2 · · · m

(k)
nk−1

m
(k)
1 m

(k)
2 m

(k)
3 · · · m

(k)
nk

m
(k)
2 m

(k)
3 m4(k) · · · m

(k)
nk+1

...
...

... · · · ...

m
(k)

|−→n |−1 m
(k)

|−→n | m
(k)

|−→n |+1
· · · m

(k)

|−→n |+nk−2

 .
Ako je matricaM−→n punog ranga, onda se ovaj vixestruko ortogonalni polinom mo�e
jedinstveno odrediti do na multiplikativnu konstantu.

Definicija 4.3. V.O.P. tipa II u odnosu na bilinearne forme (99) je moniqni
polinom P−→n stepena |−→n | koji zadovo	ava uslove ortogonalnosti:

(103)
(
P−→n , x

i
)
k

= 0, i = 0, 1, . . . , nk − 1; k = 1, . . . , r.

Uslovi ortogonalnosti (103) formiraju |−→n | linearnih jednaqina za odre�iva�e
|−→n | nepoznatih koeficijenata moniqnog polinoma P−→n . Matrica ovog sistema line-
arnih jednaqina data je sa

(104) M ′−→n = MT−→n =



[
M

(1)
n1

]T[
M

(2)
n2

]T
...[

M
(r)
nr

]T

 ,
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pa sledi da je multi-indeks normalan za tip II ako je detM−→n 6= 0.
V.O.P. tipa I i tipa II, u odnosu na bilinearne forme (99), zadovo	avaju odre�enu

biortogonalnost, xto �emo pokazati u narednoj teoremi.

Teorema 4.5. Za V.O.P. tipa I i tipa II, u odnosu na bilinearne forme (99), va�i
slede�a biortogonalnost:

(105)
r∑

k=1

(
P−→n , B−→m,k

)
k

=


0, ako je −→m 6 −→n ,
0, ako je |−→n | 6 |−→m| − 2,
1, ako je |−→n | = |−→m| − 1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da su −→m i −→n multi-indeksi takvi da je −→m 6 −→n .
Tada jemk 6 nk, za svako k = 1, 2, . . . , r. Kako je B−→m,k polinom stepenamk−1 6 nk−1,
to iz uslova ortogonalnosti (103) va�i

(
P−→n , B−→m,k

)
k

= 0, za svako k = 1, . . . , r, odakle

sumira�em dobijamo
∑r

k=1

(
P−→n , B−→m,k

)
k

= 0, za −→m 6 −→n .
Ukoliko su −→m i −→n multi-indeksi takvi da va�i |−→n | 6 |−→m|−2, koriste�i uslove

ortogonalnosti (100) i qi�enicu da je P−→n polinom stepena |−→n |, dobijamo
r∑

k=1

(
P−→n , B−→m,k

)
k

=
r∑

k=1

(
B−→m,k, P−→n

)
k

= 0.

Konaqno, ako za multi-indekse −→m i −→n va�i |−→n | = |−→m| − 1, onda je P−→n moniqni
polinom stepena |−→m| − 1, pa je

r∑
k=1

(
P−→n , B−→m,k

)
k

=
r∑

k=1

(
x|
−→m|−1, B−→m,k

)
k

+

|−→m|−2∑
i=0

(
ai

r∑
k=1

(
xi, B−→m,k

)
k

)
= 1,

na osnovu uslova (100) i normalizacije (101), qime je dokaz zavrxen.

4.1.1 Rekurentne relacije za V.O.P. sa skoro dijagonalnim multi-inde-

ksima

U ovom ode	ku �emo posmatrati skoro dijagonalne multi-indekse. Oznaqimo sa
Pn = P−→n , n ∈ N0, odgovaraju�e vixestruko ortogonalne polinome tipa II u odnosu
na bilinearne forme (99), gde je n = |−→n |. U ovom ode	ku navodimo neke od rezultata
koji se mogu na�i u radu [1].

Teorema 4.6. V.O.P. tipa II sa skoro dijagonalnim multi-indeksima, koji su or-
togonalni u odnosu na bilinearne forme (99), zadovo	avaju rekurentnu relaciju

(106) xPm(x) = Pm+1(x) +
r∑
i=0

am,r−iPm−i(x), m > 0,

uz poqetne uslove P0(x) = 1, Pi(x) = 0 za i = −1, . . . ,−r.

Dokaz. Kako je Pm(x) moniqni polinom stepena m, to xPm(x) mo�emo zapisati u
obliku:

(107) xPm(x) =
m+1∑
i=0

a
(m)
i Pi(x), a

(m)
m+1 = 1.
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Pretpostavimo da je m oblika m = lr+ j i poka�imo da je koeficijent a
(m)
pr+q = 0 za

p = 0, 1, . . . , l − 2 i q = 0, 1, . . . , r− 1, a kada je p = l− 1 i za q = 0, 1, . . . , j − 1. Dokaz
�emo sprovesti matematiqkom indukcijom.

Najpre posmatrajmo sluqaj p = 0. Koriste�i uslove ortogonalnosti (103) i jedna-
kost (107) imamo

(xPm, 1)1 =

(
m+1∑
i=0

a
(m)
i Pi, 1

)
1

=
m+1∑
i=0

a
(m)
i (Pi, 1)1 = a

(m)
0 (1, 1)1.

Na osnovu (103) va�i (xPm, 1)1 = 0, kadgod je m > r. Odatle dobijamo a
(m)
0 = 0.

Sliqno, koriste�i bilinearne forme (xPm, 1)i+1, lako se vidi da je i a
(m)
i = 0, za

i = 1, . . . , r − 1.
Pretpostavimo sada da je a

(m)
Lr+q = 0 za L 6 p− 1 i q = 0, 1, . . . , r − 1, uz p 6 l − 2,

i poka�imo da je tada i a
(m)
pr+q = 0, za q = 0, 1, . . . , r − 1. Ponovo, koriste�i uslove

ortogonalnosti (103) i jednakost (107) dobijamo

(xPm, x
p)1 =

m+1∑
i=pr

a
(m)
i (Pi, x

p)1 = a(m)
pr (Ppr, x

p)1 .

Kako je (xPm, x
p)1 = 0, to zak	uqujemo da je a

(m)
pr = 0. Na sliqan naqin, mo�emo

koristiti bilinearne forme (xPm, x
p)i+1 kako bismo pokazali da je a

(m)
pr+i = 0 za

i = 1, . . . , r − 1.
Konaqno, pretpostavimo da je p = l−1. Koriste�i bilinearne forme

(
xPm, x

l−1)
q+1

,

za q = 0, 1, . . . , j − 1, i uslove ortogonalnosti (103) dobijamo da je a
(m)
(l−1)r+q = 0 za

q = 0, 1, . . . , j − 1.
Sada jednakost (107) postaje

xPm(x) =
m+1∑

i=r(l−1)+j

a
(m)
i Pi(x) =

m+1∑
i=m−r

a
(m)
i Pi(x) = Pm+1(x) +

r∑
j=0

am,r−jPm−j(x),

xto je i trebalo dokazati.

Dode	uju�i vrednosti m = 0, 1, . . . , n u rekurentnoj relaciji (106) dobijamo si-
stem

xP0(x) = a0,rP0(x) + P1(x)

xP1(x) = a1,r−1P0(x) + a1,rP1(x) + P2(x)

xP2(x) = a2,r−2P0(x) + a2,r−1P1(x) + a2,rP2(x) + P3(x)

...

xPn(x) = an,0Pn−r + an,1Pn−r+1(x) + · · ·+ an,rPn(x) + Pn+1(x),

tj.

(108) Mn+1 ·Pn+1 = x ·Pn+1 − Pn+1(x) · en+1,
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gde je Mn+1 neredukovana Hessenberg-ova matrica reda n+ 1 oblika

Mn+1 =



a0,r 1
a1,r−1 a1,r 1
...

. . . . . . . . .

ar,0 · · · ar,r−1 ar,r 1
ar+1,0 · · · ar+1,r−1 ar+1,r 1

. . . . . . . . . . . .

an−1,0 · · · an−1,r−1 an−1,r 1
an,0 · · · an,r−1 an,r


,

i

Pn+1 =


P0(x)
P1(x)
...

Pn(x)

 , en+1 = [ 0 0 · · · 0 1 ]T .

Ako sa xi oznaqimo nule polinoma Pn+1(x), onda se sistem (108) svodi na problem
sopstvenih vrednosti: xiPn+1(xi) = Mn+1Pn+1(xi). Odavde lako vidimo da su taqke
xi sopstvene vrednosti matrice Mn+1, a Pn+1(xi) odgovaraju�i sopstveni vektori.
Tako�e, lako se dobija reprezentacija V.O.P. tipa II: Pn+1(x) = det(xIn+1 −Mn+1),
gde smo sa In+1 oznaqili jediniqnu matricu reda n+ 1.

Lokalizacija nula V.O.P. tipa II Pn+1(x) sa skoro dijagonalnim multi-indeksom,
koji je ortogonalan u odnosu na bilinearne forme (99) je i da	e otvoren problem.
Na osnovu velikog broja numeriqkih eksperimenata formulisali smo hipotezu 4.1.
U nastavku navodimo nekoliko numeriqkih primera koji idu u prilog tvr�e�u hi-
poteze 4.1.

Primer 4.1. Posmatrajmo dve te�inske funkcije w1(x) = (1 − x)−1/4(1 + x) i
w2(x) = (1−x)−1/4(1+x)−1/2 na [−1, 1]. Nule odgovaraju�ih V.O.P. tipa II P(4,3)(x) i
P(5,5)(x) ortogonalnih u odnosu na bilinearne forme (99) prikazane su u tabeli 4.

Tabela 4: Nule odgovaraju�ih V.O.P. tipa II P(4,3)(x) i P(5,5)(x)

Polinom P(4,3)(x)
−1.0100124721 −0.1353974988 0.9919846932
−0.9165572832 0.3889490054
−0.6103276133 0.8077498979

Polinom P(5,5)(x)
−1.0227541196 −0.3325783590 0.8974742560
−0.9799144371 0.2144122126(−1) 0.9903042895
−0.8584454779 0.3772745366
−0.6375050595 0.6842186051

Primer 4.2. Posmatrajmo dve te�inske funkcije w1(x) = (1 − x)1/4(1 + x)1/3 i
w2(x) = (1 − x)(1 + x)−1/2 na [−1, 1]. Nule odgovaraju�ih V.O.P. tipa II P(4,4)(x) i
P(8,7)(x) ortogonalnih u odnosu na bilinearne forme (99) prikazane su u tabeli 5.
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Tabela 5: Nule odgovaraju�ih V.O.P. tipa II P(4,4)(x) i P(8,7)(x)

Polinom P(4,4)(x)
−1.0004103097 −0.3267876272 0.8575382189
−0.9333345165 0.1268156947 0.9969132581
−0.7053216048 0.5524646395

Polinom P(8,7)(x)
−1.0225159264 −0.5150792798 0.6205171812
−0.9943723616 −0.2947895771 0.7864241771
−0.9469464441 −0.5595209720(−1) 0.9063623355
−0.8494104189 0.1863052567 0.9774010834
−0.7034058608 0.4165578974 1.0132933210

Primer 4.3. Posmatrajmo tri te�inske funkcije w1(x) = (1 − x)1/2(1 + x)1/3,
w2(x) = (1− x)1/2(1 + x)1/4 i w3(x) = (1− x)1/2(1 + x) na [−1, 1]. Nule odgovaraju�ih
V.O.P. tipa II P(3,2,2)(x) i P(5,5,4)(x) ortogonalnih u odnosu na bilinearne forme
(99) prikazane su u tabeli 6.

Tabela 6: Nule odgovaraju�ih V.O.P. tipa II P(3,2,2)(x) i P(5,5,4)(x)

Polinom P(3,2,2)(x)
−1.0294522350 −0.2590348297 0.9505300654
−0.9307665589 0.2399576997
−0.6782377807 0.6861526953

Polinom P(5,5,4)(x)
−1.0332207961 −0.6056447260 0.5809409654
−0.9954369264 −0.3967282671 0.7726731243
−0.9650839303 −0.1572290866 0.9100603085
−0.8927894073 −0.9763496600(−1) 0.9832600281
−0.7729332667 0.3499657997

Hipoteza 4.1. V.O.P. tipa II Pn+1(x) sa skoro dijagonalnim multi-indeksom, koji
je ortogonalan u odnosu na bilinearne forme (99), ima n+ 1 prostu nulu x1 < x2 <
. . . < xn+1, pri qemu je x2, . . . , xn ∈ E, dok x1 i xn+1 mogu biti izvan intervala E.

Izraqunava�e koeficijenata rekurentne relacije. U ovom delu �emo pred-
staviti jedan efikasan numeriqki metod za konstrukciju Hessenberg-ove matrice
Mn+1 date u prethodnom poglav	u. Koristi�emo neku vrstu Stieltjes-ove procedure
(videti npr. [22]), poznate kao diskretizovana Stieltjes-Gautschi-jeva procedura.
Sliqan naqin konstruisa�a rekurentnih koeficijenata koristili su Milovanovi�
i Stani�eva u radu [44]. Dakle, elemente matrice Mn+1 �emo predstaviti pomo�u
vrednosti bilinearnih formi (99), uz pretpostavku da odgovaraju�i vixestruko
ortogonalni polinomi tipa II postoje.

Razmatrajmo prvo sluqaj r = 2. Tada je multi-indeks oblika −→s (m) = (m1,m2),
gde je m1 + m2 = m i m1 =

[
m+1
2

]
, m2 =

[
m
2

]
. Dakle, rekurentna relacija (106)
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postaje

Pm+1(x) = (x− am,2)Pm(x)− am,1Pm−1(x)− am,0Pm−2(x),

P0(x) = 1, P−1(x) = P−2(x) = 0.
(109)

Iz uslova ortogonalnosti (103) va�i

(Pm, Pi)1 = 0, za i 6 m1 − 1 =

[
m+ 1

2

]
− 1 =

[
m− 1

2

]
,

(Pm, Pi)2 = 0, za i 6 m2 − 1 =
[m

2

]
− 1 =

[
m− 2

2

]
.

(110)

• Postav	aju�i vrednost m = 0 u (109), a potom prime�uju�i bilinearnu formu
(·, ·)1, dobijamo jednakost

(P1, P0)1 = (xP0, P0)1 − a0,2 (P0, P0)1 .

Odavde, zbog (P1, P0)1 = 0, imamo

(111) a0,2 =
(xP0, P0)1
(P0, P0)1

.

• U narednom koraku posmatrajmo jednakost (109) zam = 1. Ako na �u primenimo
bilinearnu formu (·, ·)1, dobijamo jednakost

(P2, P0)1 = (xP1, P0)1 − a1,1 (P0, P0)1 − a1,2 (P1, P0)1 ,

odakle zbog (P1, P0)1 = 0 i (P2, P0)1 = 0 izvodimo

(112) a1,1 =
(xP1, P0)1
(P0, P0)1

.

Sliqno, primenom bilinearne forme (·, ·)2, dobijamo

(P2, P0)2 = (xP1 − a1,1P0, P0)2 − a1,2 (P1, P0)2 .

Sada zbog (P2, P0)2 = 0 imamo

(113) a1,2 =
(xP1 − a1,1P0, P0)2

(P1, P0)2
.

• Slede�a vrednost, m = 2, zame�ena u relaciji (109), nakon primene bilinear-
nih formi (·, ·)1 i (·, ·)2, daje jednakosti

(P3, P0)1 = (xP2, P0)1 − a2,0 (P0, P0)1 − a2,1 (P1, P0)1 − a2,2 (P2, P0)1 ,

(P3, P0)2 = (xP2, P0)2 − a2,0 (P0, P0)2 − a2,1 (P1, P0)2 − a2,2 (P2, P0)2 ,

(P3, P1)1 = (xP2 − a2,0P0 − a2,1P1, P1)1 − a2,2 (P2, P1)1 .
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Kako va�e jednakosti (P3, P0)1 = 0, (P3, P0)2 = 0 i (P3, P1)1 = 0, to odavde lako
izvodimo

a2,0 =
(xP2, P0)1
(P0, P0)1

(114)

a2,1 =
(xP2 − a2,0P0, P0)2

(P1, P0)2
(115)

a2,2 =
(xP2 − a2,0P0 − a2,1P1, P1)1

(P2, P1)1
.(116)

• Jednakost (109), za m = 3, i uslovi ortogonalnosti (P4, P0)2 = 0, (P4, P1)1 = 0
i (P4, P1)2 = 0, daju slede�e formule:

a3,0 =
(xP3, P0)2
(P1, P0)2

(117)

a3,1 =
(xP3 − a3,0P1, P1)1

(P2, P1)1
(118)

a3,2 =
(xP3 − a3,0P1 − a3,1P2, P1)2

(P3, P1)2
.(119)

Nastav	aju�i postupak dolazimo do uopxtenog rezultata.

Teorema 4.7. Neka je m prirodan broj oblika m = 2l+ j, gde je l =
[
m
2

]
i j ∈ {0, 1}.

Koeficijenti rekurentne relacije (109) mogu se odrediti pomo�u formula

am,0 =

(
xPm, P[m−2

2 ]

)
j+1(

Pm−2, P[m−2
2 ]

)
j+1

(120)

am,1 =

(
xPm − am,0Pm−2, P[m−1

2 ]

)
j(

Pm−1, P[m−1
2 ]

)
j

(121)

am,2 =

(
xPm − am,0Pm−2 − am,1Pm−1, P[m2 ]

)
j−1(

Pm, P[m2 ]

)
j−1

,(122)

pri qemu je (·, ·)i+2M = (·, ·)i, za i ∈ {1, 2} i svako M ∈ Z.

Dokaz. Formule za m 6 3 su prethodno pokazane.
Za uopxteno m krenimo od rekurentne relacije (109) i primenimo bilinearnu

formu (·, Pi)j+1. Tada je

(Pm+1, Pi)j+1 = (xPm, Pi)j+1 − am,2 (Pm, Pi)j+1

− am,1 (Pm−1, Pi)j+1 − am,0 (Pm−2, Pi)j+1 .
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Kako iz uslova ortogonalnosti (110) imamo da su vrednosti bilinearnih formi
(Pm+1, Pi)j+1, (Pm, Pi)j+1 i (Pm−1, Pi)j+1 jednake nuli, za i =

[
m−2
2

]
, to zak	uqujemo

da (120) va�i.
Sliqno, prime�uju�i bilinearnu formu (·, Pi)j u relaciji (109), dolazimo do

jednakosti

(Pm+1, Pi)j = (xPm, Pi)j − am,2 (Pm, Pi)j − am,1 (Pm−1, Pi)j − am,0 (Pm−2, Pi)j .

Uslovi ortogonalnosti (110) daju (Pm+1, Pi)j = 0 i (Pm, Pi)j = 0, za i =
[
m−1
2

]
, odakle

dobijamo formulu (121).
Konaqno, za i =

[
m
2

]
iz uslova (110) je (Pm+1, Pi)j−1 = 0, pa primenom bilinearne

forme (·, Pi)j−1 na (109) dobijamo formulu (122).

Uzimaju�i da je za bilinearne forme (99) ispu�eno (·, ·)i+Mr = (·, ·)i, M ∈ Z,
va�i slede�i uopxteni rezultat, za r ∈ R.

Teorema 4.8. Neka je m prirodan broj oblika m = lr + j, gde je l =
[
m
r

]
i j ∈

{0, 1, . . . , r − 1}. Tada se koeficijenti u rekurentnoj relaciji (106) mogu predsta-
viti u obliku

am,0 =

(
xPm, P[m−r

r ]

)
j+1(

Pm−r, P[m−r
r ]

)
j+1

,(123)

am,i =

(
xPm −

∑i−1
ν=0 am,νPm−r+ν , P[m−r+i

r ]

)
j+1+i(

Pm−r+i, P[m−r+i
r ]

)
j+1+i

,(124)

za i = 1, . . . , r i m > 0.

Dokaz. Kako jem = lr+j, to �e bitim−r+i = (l−1)r+j+i, za i = 0, 1, . . . , r−j−1,
pa je skoro dijagonalni multi-indeks du�ine m− r + i oblika

(l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
j+i puta

, l − 1, . . . , l − 1︸ ︷︷ ︸
r−j−i puta

).

Posmatrajmo skoro dijagonalni multi-indeks du�ine m − r + q, za prirodan broj
q > i+1. Prva j+i+1 koordinata ovog multi-indeksa jednaka je broju koji je ve�i ili
jednak od l, pa otuda va�i

(
Pm−r+q, x

l−1)
j+i+1

= 0, a odatle, koriste�i rekurentnu

relaciju (106), imamo

(
xPm, x

l−1)
j+i+1

=
i∑

ν=0

am,ν
(
Pm−r+ν , x

l−1)
j+i+1

.

Odavde dobijamo

(125) am,i =

(
xPm, x

l−1)
j+i+1

−
∑i−1

ν=0 am,ν
(
Pm−r+ν , x

l−1)
j+1+i

(Pm−r+i, xl−1)j+1+i

.
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Sliqno, za i = r− j, . . . , r, skoro dijagonalni multi-indeks qija je du�ina m− r+ i
je oblika

(l + 1, . . . , l + 1︸ ︷︷ ︸
j+i−r puta

, l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
2r−j−i puta

).

Dakle, prva j+i−r+1 koordinata skoro dijagonalnog multi-indeksa du�inem−r+q,
za q > i + 1, bi�e broj ve�i ili jednak od l + 1, xto nas dovodi do jednakosti(
Pm−r+q, x

l
)
j+i−r+1

= 0, tj.
(
Pm−r+q, x

l
)
j+i+1

= 0. Odavde je

(
xPm, x

l
)
j+i+1

=
i∑

ν=0

am,ν
(
Pm−r+ν , x

l
)
j+i+1

,

odnosno izvodimo

(126) am,i =

(
xPm, x

l
)
j+i+1

−
∑i−1

ν=0 am,ν
(
Pm−r+ν , x

l
)
j+1+i

(Pm−r+i, xl)j+1+i

.

Konaqno, iz ortogonalnosti (103) sledi
(
xPm, x

k
)
j+i+1

= 0 i
(
Pm−r+ν , x

k
)
j+i+1

= 0,

za svako k <
[
m−r+i

r

]
i za sve ν = 0, 1, . . . , i. Na osnovu toga, formule (125) i (126)

postaju formule (123) i (124), koje smo i �eleli da dobijemo.

Veze izme�u rekurentnih koeficijenata. U ovom delu rada �emo izvesti veze
izme�u koeficijenata u rekurentnoj relaciji (106) sa odgovaraju�im koeficijenti-
ma iz rekurentne relacije (96). Napomenimo da je rekurentna relacija (96) zadovo-

	ena od strane V.O.P. tipa II sa skoro dijagonalnim multi-indeksima P̂m(x), koji
su ortogonalni u odnosu na skalarne proizvode 〈f, g〉k = Ik(fg), k = 1, . . . , r.

Formule sa n qvorova G
(k)
n , k = 1, . . . , r, formiraju optimalni skup kvadraturnih

formula u Borges-ovom smislu, pa jednakost Ikp = G
(k)
n p va�i za sve polinome p

stepena ma�eg ili jednakog n − 1 (teorema 4.4). Primetimo da su poqetni uslovi

u rekurentnim relacijama (106) i (96) isti, odnosno da je P̂0(x) = P0(x) = 1 i

P̂i(x) = Pi(x) = 0, za i = −1, . . . ,−r, odakle sledi â0,i = a0,i, za i = 0, 1, . . . , r. Lako je

zak	uqiti da �e polinomi P̂m(x) i Pm(x) biti jednaki ukoliko su svi koeficijenti
âm−1,i i am−1,i me�usobno jednaki, za svako i = 0, 1, . . . , r.

Kao u prethodnom delu, najpre �emo posmatrati sluqaj r = 2. Neka je m ∈ N i
−→s (m) = (m1,m2) odgovaraju�i skoro dijagonalni multi-indeks. Tada je m = 2l + j,
za l =

[
m
2

]
i j ∈ {0, 1}. Rekurentna relacija (96) u ovom sluqaju postaje

P̂m+1(x) = (x− âm,2)P̂m(x)− âm,1P̂m−1(x)− âm,0P̂m−2(x),

P̂0(x) = 1, P̂−1(x) = P̂−2(x) = 0.
(127)

Ako je j = 0, onda je m = 2l i −→s (m) = (l, l), odnosno m1 = m2 = l. Pretpostavimo
da jem < n i −→s (n) = (n1, n2) multi-indeks koji odgovara broju qvorova n. Prethodno
smo zak	uqili da jednakost â0,i = a0,i, i = 0, 1, 2, va�i. Pretpostavimo jox da je

âj,i = aj,i, za svako j = 1, . . . ,m− 1, i = 0, 1, 2, a time i P̂j(x) = Pj(x), za j 6 m.
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• Kako je m < n, to �e va�iti n > m+1 = 2l+1 i n1 > m1 = l. Da	e, algebarski
stepen taqnosti kvadraturne formule G

(1)
n je n+n1−1 > 2l+1+l+1−1 = 3l+1.

Kako je stepen polinoma xPmP[m−2
2 ] jednak 1 +m+

[
m−2
2

]
= 1 + 2l + l − 1 = 3l,

a stepen polinoma Pm−2P[m−2
2 ] jednak m− 2 +

[
m−2
2

]
= 2l− 2 + l− 1 = 3l− 3, to

prime�uju�i bilinearnu formu (·, ·)1 dobijamo(
xPm, P[m−2

2 ]

)
1

=
(
2I1 −G(1)

n

) (
xPmP[m−2

2 ]

)
= I1

(
xPmP[m−2

2 ]

)
+
(
I1 −G(1)

n

) (
xPmP[m−2

2 ]

)
= I1

(
xPmP[m−2

2 ]

)
(
Pm−2, P[m−2

2 ]

)
1

=
(
2I1 −G(1)

n

) (
Pm−2P[m−2

2 ]

)
= I1

(
Pm−2P[m−2

2 ]

)
+
(
I1 −G(1)

n

) (
Pm−2P[m−2

2 ]

)
= I1

(
Pm−2P[m−2

2 ]

)
.

Koriste�i jednakost (120) i Pi(x) = P̂i(x), za i 6 m, imamo

am,0 =

(
xPm, P[m−2

2 ]

)
1(

Pm−2, P[m−2
2 ]

)
1

=
I1

(
xPmP[m−2

2 ]

)
I1

(
Pm−2P[m−2

2 ]

) = âm,0.

• Na sliqan naqin, koriste�i bilinearnu formu (·, ·)2, dobijamo jednakosti(
xPm, P[m−1

2 ]

)
2

= I2

(
xPmP[m−1

2 ]

)
+
(
I2 −G(2)

n

) (
xPmP[m−1

2 ]

)
= I2

(
xPmP[m−1

2 ]

)
(
Pm−2, P[m−1

2 ]

)
2

= I2

(
Pm−2P[m−1

2 ]

)
+
(
I2 −G(2)

n

) (
Pm−2P[m−1

2 ]

)
= I2

(
Pm−2P[m−1

2 ]

)
(
Pm−1, P[m−1

2 ]

)
2

= I2

(
Pm−1P[m−1

2 ]

)
+
(
I2 −G(2)

n

) (
Pm−1P[m−1

2 ]

)
= I2

(
Pm−1P[m−1

2 ]

)
,

pri qemu, zbog m < n, va�i n2 > m2 = l. Dakle, algebarski stepen taqnosti
kvadraturne formule G

(2)
n je n + n2 − 1 > 3l. Osim toga, stepeni polinoma

xPmP[m−1
2 ], Pm−2P[m−1

2 ] i Pm−1P[m−1
2 ] su 3l, 3l − 3 i 3l − 2, redom. Na osnovu

dobijenih jednakosti, formule (121) i Pi(x) = P̂i(x), za i 6 m, zak	uqujemo da
va�i

am,1 =

(
xPm, P[m−1

2 ]

)
2
− am,0

(
Pm−2, P[m−1

2 ]

)
2(

Pm−1, P[m−1
2 ]

)
2

=
I2

(
xP̂mP̂[m−1

2 ]

)
− âm,0I2

(
P̂m−2P̂[m−1

2 ]

)
I2

(
P̂m−1P̂[m−1

2 ]

) = âm,1.
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• Posmatraju�i stepene polinoma xPm(x)P[m2 ](x), Pm−2(x)P[m2 ](x), Pm−1(x)P[m2 ](x)

i Pm(x)P[m2 ](x), koji su jednaki 3l+ 1, 3l− 2, 3l− 1 i 3l, redom, dobijamo jedna-
kosti (

xPm, P[m2 ]

)
1

= I1

(
xPmP[m2 ]

)
;
(
Pm−2, P[m2 ]

)
1

= I1

(
Pm−2P[m2 ]

)
;(

Pm−1, P[m2 ]

)
1

= I1

(
Pm−1P[m2 ]

)
;
(
Pm, P[m2 ]

)
1

= I1

(
PmP[m2 ]

)
.

Na osnovu toga, koriste�i formulu (122) i prethodno pokazane veze dobijamo
am,2 = âm,2.

Dakle, videli smo da je am,i = âm,i, za i = 0, 1, 2 i za svako m < n. Otuda, postav	a-

ju�i m = n− 1 u (109) i (127) dobijamo Pn(x) = P̂n(x).

Razmotrimo sada sluqaj m = n. Tada imamo −→s (m) = −→s (n) = (l, l). Kako su qvoro-

vi kvadraturnih formula G
(k)
n , k ∈ {1, 2}, nule vixestruko ortogonalnog polinoma

tipa II P̂n(x) i va�i jednakost Pn(x) = P̂n(x), to �e G
(k)
n p biti jednako nuli kadgod je

Pn(x) qinilac polinoma p. Tako�e, algebarski stepen taqnosti kvadraturnih for-

mula G
(1)
n i G

(2)
n je isti, jer je n1 = n2 = l, i jednak je 2l + l − 1 = 3l − 1. Na osnovu

navedenih qi�enica, posmatraju�i stepene polinoma koji uqestvuju u bilinearnim
formama dobijamo slede�e jednakosti:(

xPn, P[n−2
2 ]

)
1

= 2 · I1
(
xPnP[n−2

2 ]

)
,(

Pn−2, P[n−2
2 ]

)
1

= I1

(
Pn−2P[n−2

2 ]

)
.

Odavde je an,0 = 2 · ân,0, zbog Pi(x) = P̂i(x), za i 6 n.
Sliqno, iz jednakosti(

xPn, P[n−1
2 ]

)
2

= 2 · I2
(
xPnP[n−1

2 ]

)
(
Pn−2, P[n−1

2 ]

)
2

= I2

(
Pn−2P[n−1

2 ]

)
(
Pn−1, P[n−1

2 ]

)
2

= I2

(
Pn−1P[n−1

2 ]

)
,

imamo an,1 = 2 · ân,1. Konaqno, iz(
xPn, P[n2 ]

)
1

= 2 · I1
(
xPnP[n2 ]

)
,
(
Pn−2, P[n2 ]

)
1

= I1

(
Pn−2P[n2 ]

)
(
Pn−1, P[n2 ]

)
1

= I1

(
Pn−1P[n2 ]

)
,

(
Pn, P[n2 ]

)
1

= 2 · I1
(
PnP[n2 ]

)
dobijamo an,2 = ân,2.

Izaberimo sada j = 1. Tada je m = 2l + 1 i −→s (m) = (l + 1, l), odnosno m1 = l + 1
i m2 = l. Pretpostavimo da je m < n. Istim postupkom kao u prethodnom sluqaju
(j = 0) izvodimo veze izme�u odgovaraju�ih rekurentnih koeficijenata.
Kako je m < n, to je n > m + 1 = 2l + 2, n2 > m2 = l i n1 > m1 = l + 1. Dakle,
algebarski stepen taqnosti kvadraturnih formula G

(k)
n je n + nk − 1 > 3l + 2, za

k = 1, 2. Posmatraju�i stepene odgovaraju�ih polinoma izvodimo �e	ene veze.
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• Stepeni polinoma xPmP[m−2
2 ], Pm−2P[m−2

2 ] su 3l + 1 i 3l − 2, redom, pa va�i(
xPm, P[m−2

2 ]

)
2

= I2

(
xP̂mP̂[m−2

2 ]

)
,(

Pm−2, P[m−2
2 ]

)
2

= I2

(
P̂m−2P̂[m−2

2 ]

)
.

Odavde je am,0 = âm,0.

• Koriste�i uslove ortogonalnosti, imaju�i u vidu da su stepeni polinoma
xPmP[m−1

2 ], Pm−2P[m−1
2 ], Pm−1P[m−1

2 ] jednaki 3l + 2, 3l − 1 i 3l, redom, dobija-
mo (

xPm, P[m−1
2 ]

)
1

= I1

(
xP̂mP̂[m−1

2 ]

)
,(

Pm−2, P[m−1
2 ]

)
1

= I1

(
P̂m−2P̂[m−1

2 ]

)
,(

Pm−1, P[m−1
2 ]

)
1

= I1

(
P̂m−1P̂[m−1

2 ]

)
.

Sada lako izvodimo jednakost am,1 = âm,1.

• Konaqno, kako su stepeni polinoma xPmP[m2 ], Pm−2P[m2 ], Pm−1P[m2 ] i PmP[m2 ]
redom jednaki 3l + 2, 3l − 1, 3l i 3l + 1, uz uslove ortogonalnosti i stepen
taqnosti kvadraturne formule G

(2)
n , imamo(

xPm, P[m2 ]

)
2

= I2

(
xP̂mP̂[m2 ]

)
,

(
Pm−2, P[m2 ]

)
2

= I2

(
P̂m−2P̂[m2 ]

)
,(

Pm−1, P[m2 ]

)
2

= I2

(
P̂m−1P̂[m2 ]

)
,
(
Pm, P[m2 ]

)
2

= I2

(
P̂mP̂[m2 ]

)
.

Otuda zak	uqujemo da je am,2 = âm,2.

Dakle, pokazali smo da je am,i = âm,i, za i = 0, 1, 2 i za sve m < n, pa je Pn(x) = P̂n(x).

Preostaje nam jox da razmotrimo sluqaj m = n. Tada za multi-indekse va�i
−→s (m) = −→s (n) = (l + 1, l). Kao u prethodnom sluqaju, j = 0, vrednost G

(k)
n p �e biti

jednaka nuli kadgod je Pn(x) qinilac polinoma p. Da	e, kvadraturne formule G
(1)
n

i G
(2)
n su taqne za sve polinome stepena ma�eg ili jednakog 3l+ 1 i 3l, redom. Otuda,

posmatraju�i stepene odgovaraju�ih polinoma dolazimo do �e	enih veza.

• Iz jednakosti (
xPn, P[n−2

2 ]

)
2

= 2 · I2
(
xP̂nP̂[n−2

2 ]

)
,(

Pn−2, P[n−2
2 ]

)
2

= I2

(
P̂n−2P̂[n−2

2 ]

)
,

imamo an,0 = 2 · ân,0.
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• Kako va�e slede�i odnosi(
xPn, P[n−1

2 ]

)
1

= 2 · I1
(
xP̂nP̂[n−1

2 ]

)
,(

Pn−2, P[n−1
2 ]

)
1

= I1

(
P̂n−2P̂[n−1

2 ]

)
,(

Pn−1, P[n−1
2 ]

)
1

= I1

(
P̂n−1P̂[n−1

2 ]

)
,

to koriste�i formulu (121) dobijamo

an,1 =
2 · I1

(
xP̂nP̂[n−1

2 ]

)
− 2ân,0I1

(
P̂n−2P̂[n−1

2 ]

)
I1

(
P̂n−1P̂[n−1

2 ]

) = 2 · ân,1.

• Konaqno, formula (122) i jednakosti(
xPn, P[n2 ]

)
2

= 2 · I2
(
xP̂nP̂[n2 ]

)
,
(
Pn−2, P[n2 ]

)
2

= I2

(
P̂n−2P̂[n2 ]

)
,(

Pn−1, P[n2 ]

)
2

= I2

(
P̂n−1P̂[n2 ]

)
,

(
Pn, P[n2 ]

)
2

= 2 · I2
(
P̂nP̂[n2 ]

)
,

daju an,2 = ân,2.

Ovim smo pokazali da se za r = 2 koeficijenti u rekurentnim relacijama kod
V.O.P. tipa II sa skoro dijagonalnim multi-indeksima, kao i pomenuti polinomi,
mogu odrediti na slede�i naqin

am,i = âm,i, i = 0, 1, 2, za m < n,(128)

an,i = 2 · ân,i, i = 0, 1, an,2 = ân,2,(129)

Pi(x) = P̂i(x), za i 6 n.(130)

Slede�a teorema povezuje rekurentne koeficijente relacija (106) i (96), kao i
vixestruko ortogonalne polinome tipa II koji zadovo	avaju ove relacije.

Teorema 4.9. Neka je (w1, . . . , wr) sistem datih te�inskih funkcija na realnoj
pravoj. V.O.P. tipa II sa skoro dijagonalnim multi-indeksima, koji su ortogonal-
ni u odnosu na bilinearne forme (99), i koeficijenti rekurentne relacije (106)
mogu se predstaviti u obliku

am,i = âm,i, i = 0, 1, . . . , r, za m < n,(131)

an,i = 2 · ân,i, i = 0, 1, . . . , r − 1, an,r = ân,r,(132)

Pi(x) = P̂i(x), za i 6 n,(133)

gde su âm,i koeficijenti rekuretne relacije (96), koju zadovo	avaju V.O.P. tipa II,

P̂i(x), koji su ortogonalni u odnosu na skalarne proizvode 〈f, g〉k, k = 1, . . . , r.

Dokaz. Neka je −→n skoro dijagonalni multi-indeks du�ine n = lr+ j. Tada jedna-
kost

(134) Ikp =
(
2Ik −G(k)

n

)
p
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va�i za sve polinome p stepena ne ve�eg od n + l, tj. n + l − 1, za k = 1, . . . , j, tj.
k = j + 1, . . . , r, redom.

Posmatrajmo najpre sluqaj m < n. Neka je m oblika m = l̃r+ j̃. Za izraqunava�e
koeficijenata am,0, . . . , am,r potrebno nam je m + l̃ vrednosti bilinearnih formi

(·, ·)j̃+2, . . . , (·, ·)r i m+ l̃−1 vrednosti bilinearnih formi (·, ·)1, . . . , (·, ·)j̃+1 (teorema
4.8).

Ako je m 6 n − 2, onda je m + l̃ + 1 6 n + l − 1, pa jednakost (134) va�i za sve

polinome p stepena ma�eg ili jednakog m+ l̃ + 1.
Da	e, ukoliko je m = n− 1, posmatramo slede�a dva sluqaja.

• Kada je j = 0, imamo l̃ < l, pa va�i m + l̃ + 1 6 n + l − 1. Odatle zak	uqujemo
da je jednakost (134) zadovo	ena za sve polinome p stepena ma�eg ili jednakog

m+ l̃ + 1.

• Ukoliko je j > 0, onda va�i l̃ = l i j̃ = j − 1, pa dobijamo m + l̃ = n + l − 1
i m + l̃ + 1 = n + l. Odavde sledi da su sve potrebne vrednosti bilinearnih
formi jednake vrednostima odgovaraju�ih skalarnih proizvoda.

Koriste�i uslove ortogonalnosti (103) i (95), koje zadovo	avaju V.O.P. tipa II,

dobijamo jednakosti
(
xPm, x

k
)
j+i+1

= 0,
(
Pm−r+ν , x

k
)
j+i+1

= 0 i
〈
xP̂m, x

k
〉
j+i+1

= 0,〈
P̂m−r+ν , x

k
〉
j+i+1

= 0, za svako k <
[
m−r+i

r

]
i za sve ν = 0, 1, . . . , i.

Sada za i = 0, 1, . . . , r − j̃ − 1 imamo

am,i =

(
xPm −

∑i−1
ν=0 am,νPm−r+ν , x

l−1
)
j̃+1+i

(Pm−r+i, xl−1)j̃+1+i

=

〈
xP̂m −

∑i−1
ν=0 am,νP̂m−r+ν , x

l−1
〉
j̃+1+i〈

P̂m−r+i, xl−1
〉
j̃+1+i

= âm,i,

i za i = r − j̃, . . . , r jednakost

am,i =

(
xPm −

∑i−1
ν=0 am,νPm−r+ν , x

l
)
j̃+1+i

(Pm−r+i, xl)j̃+1+i

=

〈
xP̂m −

∑i−1
ν=0 am,νP̂m−r+ν , x

l
〉
j̃+1+i〈

P̂m−r+i, xl
〉
j̃+1+i

= âm,i

va�i. Zak	uqujemo da je Pi(x) = P̂i(x), za i = 0, 1, . . . , n.
Na kraju, posmatrajmo sluqaj m = n. Ovde imamo

an,i =

(
xPn −

∑i−1
ν=0 an,νPn−r+ν , x

l−1
)
j+1+i

(Pn−r+i, xl−1)j+1+i

,
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za i = 0, 1, . . . , r− 1. Kako su qvorovi kvadraturnih formula G
(k)
n nule V.O.P. P̂n(x),

to �e va�iti
(
xPn, x

l−1)
j+i+1

= 2
〈
xPn, x

l−1〉
j+i+1

, a otuda i jednakost

an,0 =
2
〈
xPn, x

l−1〉
j+1+i

〈Pn−r+i, xl−1〉j+1+i

= 2 ân,0.

Dakle, dobijamo an,1 = 2 ân,1, . . . , an,r−1 = 2 ân,r−1.
Konaqno, za i = r imamo

(
Pn−r+r, x

l−1)
j+r+1

= 2
〈
Pn, x

l−1〉
j+r+1

, na osnovu qega
izvodimo jednakost

an,r =
2
〈
xPn −

∑r−1
ν=0 ân,νPn−r+ν , x

l−1〉
j+1

2 〈Pn, xl−1〉j+1

= ân,r,

pri qemu je 〈·, ·〉j+r+1 = 〈·, ·〉j+1.

4.1.2 Rekurentne relacije najbli�ih suseda

U ovom ode	ku �emo posmatrati proizvo	ne multi-indekse i dati dokaze re-
kurentnih relacija koje zadovo	avaju odgovaraju�i V.O.P. tipa I i tipa II, a koji
predstav	aju originalne rezultate autora.

Neka je {−→mk, k = 0, 1, . . . , |−→n |} puta�a od −→0 = (0, 0, . . . , 0) do −→n = (n1, n2, . . . , nr),

takva da je −→m0 =
−→
0 , −→m |−→n | = −→n , a u svakom koraku multi-indeks −→mk se pove�ava za

1 na taqno jednoj koordinati, tj. va�i

−→mk+1 = −→mk +−→e j,

za neko j ∈ {1, 2, . . . , r}, odakle jasno sledi |−→mk| = k i −→mk 6
−→mk+1.

Teorema 4.10. Neka je (π(1), π(2), . . . , π(r)) permutacija vektora (1, 2, . . . , r) i −→s j =∑j
i=1
−→e π(i), 1 6 j 6 r. Izaberimo k ∈ {1, 2, . . . , r} i pretpostavimo da su svi multi-

indeksi −→m 6 −→n +−→e k normalni. Tada V.O.P. tipa II, koji su ortogonalni u odnosu
na bilinearne forme (99), zadovo	avaju slede�u rekurentnu relaciju

(135) xP−→n (x) = P−→n+−→e k
(x) + a−→n ,0(k)P−→n (x) +

r∑
j=1

aj(
−→n )P−→n−−→s j

(x),

gde su a−→n ,0(k) i aj(
−→n ) realni brojevi.

Dokaz. Neka je {−→mk, k = 0, 1, . . . , |−→n |} puta�a od
−→
0 = (0, 0, . . . , 0) do vektora

−→n = (n1, n2, . . . , nr), takva da je −→m |−→n |−j = −→n − −→s j, za j = 1, 2, . . . , r, i −→m |−→n | = −→n .
Kako su P−→mj

moniqni polinomi stepena j, 0 6 j 6 |−→n |, to oni qine bazu linearnog
prostora polinoma stepena ne ve�eg od |−→n |. Polinom xP−→n (x)− P−→n+−→e k

(x) je stepena

ma�eg ili jednakog |−→n |, pa mo�emo pisati

(136) xP−→n (x) = P−→n+−→e k
(x) +

|−→n |∑
j=0

cj(
−→n )P−→mj

(x).
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Za l 6 j va�i −→m l 6
−→mj, pa na osnovu biortogonalnosti (105) sledi

r∑
k=1

(
P−→mj

, B−→ml,k

)
k

= 0, za j > l;
r∑

k=1

(
P−→n+−→e k

, B−→ml,k

)
k

= 0.

Da	e, za j 6 l − 2, odnosno |−→mj| 6 |−→m l| − 2, na osnovu (105) dobijamo

r∑
k=1

(
P−→mj

, B−→ml,k

)
k

= 0.

Konaqno, u sluqaju j = l − 1 biortogonalnost (105) daje

r∑
k=1

(
P−→mj

, B−→ml,k

)
k

=
r∑

k=1

(
P−→ml−1

, B−→ml,k

)
k

= 1.

Sada iz jednakosti (136) dobijamo

r∑
k=1

(
xP−→n , B−→ml,k

)
k

=
r∑

k=1

(
P−→n+−→e k

, B−→ml,k

)
k

+

|−→n |∑
j=0

cj(
−→n )

[
r∑

k=1

(
P−→mj

, B−→ml,k

)
k

]
= cl−1(

−→n ),

za sve l = 1, . . . , |−→n |.
Kako je −→m l 6 (n1 − 1, n2 − 1, . . . , nr − 1) = −→m |−→n |−r kadgod je l 6 |−→n | − r, to je

polinom xB−→ml,k stepena ne ve�eg od 1 + nk − 2 = nk − 1, za l 6 |−→n | − r, pa iz uslova
(103) sledi (

P−→n , xB−→ml,k

)
k

= 0, k = 1, . . . , r, l 6 |−→n | − r,

odnosno
∑r

k=1

(
xP−→n , B−→ml,k

)
k

= 0, za l 6 |−→n |−r. Odavde zak	uqujemo da je cl−1(−→n ) = 0,
za l 6 |−→n | − r, pa se jednakost (136) svodi na

xP−→n (x) = P−→n+−→e k
(x) +

|−→n |∑
j=|−→n |−r

cj(
−→n )P−→mj

(x).

Ako obele�imo aj(
−→n ) = c|−→n |−j(

−→n ), za 1 6 j 6 r, i a−→n ,0(k) = c|−→n |(
−→n ), dobijamo

�e	enu rekurentnu relaciju.
Iz prethodnog dokaza vidimo da su koeficijenti u rekurentnoj relaciji (135)

eksplicitno dati sa

(137) aj(
−→n ) =

r∑
k=1

(
xP−→n , B−→n−−→s j−1,k

)
k
, 1 6 j 6 r,

gde je −→s 0 =
−→
0 . Koriste�i prethodno dokazanu rekurentnu relaciju (135) i V.O.P.

tipa I
(
B−→n+−→e k,1

, B−→n+−→e k,2
, . . . , B−→n+−→e k,r

)
, na osnovu biortogonalnosti dobijamo

r∑
k=1

(
P−→n−−→s j

, B−→n+−→e k,k

)
k

= 0, j = 1, 2, . . . , r,
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r∑
k=1

(
P−→n+−→e k

, B−→n+−→e k,k

)
k

= 0,
r∑

k=1

(
P−→n , B−→n+−→e k,k

)
k

= 1,

odnosno

(138) a−→n ,0(k) =
r∑

k=1

(
xP−→n , B−→n+−→e k,k

)
k
.

Sliqno, V.O.P. tipa I zadovo	avaju rekuretnu relaciju konaqnog reda, koju na-
vodimo u narednoj teoremi.

Teorema 4.11. Neka je (π(1), π(2), . . . , π(r)) permutacija vektora (1, 2, . . . , r) i −→s j =∑j
i=1
−→e π(i), 1 6 j 6 r. Izaberimo k ∈ {1, 2, . . . , r} i pretpostavimo da su svi multi-

indeksi −→m 6 −→n normalni. Tada V.O.P. tipa I, koji su ortogonalni u odnosu na
bilinearne forme (99), zadovo	avaju slede�u rekurentnu relaciju

(139) xB−→n ,k(x) = B−→n−−→e k,k
(x) +

r∑
j=0

bj(
−→n )B−→n+−→s j ,k(x), 1 6 k 6 r,

gde su bj(
−→n ) realni brojevi i B−→n ,k = 0 kadgod je nk 6 0.

Dokaz. Neka je {−→mj, j = 0, 1, . . . , |−→n | + r} puta�a od −→m0 =
−→
0 = (0, 0, . . . , 0) do

−→m |−→n |+r = (n1 + 1, n2 + 1, . . . , nr + 1), takva da je −→m |−→n | = −→n , −→m |−→n |+j = −→n + −→s j, za
j = 1, . . . , r, i −→m |−→n |−1 = −→n −−→e k. Tada polinom xB−→n ,k(x) mo�emo zapisati u obliku

(140) xB−→n ,k(x) =

|−→n |+r∑
j=0

cj(
−→n )B−→mj ,k(x),

za svako k = 1, . . . , r.
Kako je −→m0 =

−→
0 , to je B−→

0 ,k
= 0, za svako k = 1, . . . , r, pa u prethodnoj sumi j kre�e

od 1. Koriste�i V.O.P. tipa II P−→ml
(x) i biortogonalnost (105) dobijamo slede�e.

(1) Ako je l > j, odnosno −→m l >
−→mj, va�i

∑r
k=1

(
P−→ml

, B−→mj ,k

)
k

= 0.

(2) Sliqno, za l 6 j − 2 imamo
∑r

k=1

(
P−→ml

, B−→mj ,k

)
k

= 0.

(3) U sluqaju l = j − 1, biortogonalnost (105) daje
∑r

k=1

(
P−→ml

, B−→mj ,k

)
k

= 1.

Koriste�i prethodne jednakosti i formulu (140), dobijamo

r∑
k=1

(
P−→ml

, xB−→n ,k
)
k

= cl+1(
−→n )

r∑
k=1

(
P−→ml

, B−→ml+1,k

)
k

= cl+1(
−→n ),

za svako l = 0, 1, . . . , |−→n |+ r − 1.
Kako je P−→ml

polinom stepena l, to je xP−→ml
polinom stepena l + 1, pa na osnovu

uslova ortogonalnosti (100) sledi:

r∑
k=1

(
P−→ml

, xB−→n ,k
)
k

=
r∑

k=1

(
B−→n ,k, xP−→ml

)
k

= 0, za l + 1 6 |−→n | − 2,

67



odakle dobijamo cj(
−→n ) = 0, za j 6 |−→n | − 2. Sada se jednakost (140) svodi na

xB−→n ,k(x) =

|−→n |+r∑
j=|−→n |−1

cj(
−→n )B−→mj ,k(x), k = 1, . . . , r.

Za l = |−→n | − 2, na osnovu normalizacije (101), imamo:

cl+1(
−→n ) = c|−→n |−1(

−→n ) =
r∑

k=1

(
P−→m|−→n |−2

, xB−→n ,k

)
k

=
r∑

k=1

(
B−→n ,k, xP−→m|−→n |−2

)
k

= 1.

Ako oznaqimo bj(
−→n ) = c|−→n |+j(

−→n ), za j = 0, 1, . . . , r, dobijamo �e	enu rekurentnu
relaciju.

Iz prethodnog dokaza vidimo da su koeficijenti u rekurentnoj relaciji (139)
eksplicitno zadati sa

(141) bj(
−→n ) =

r∑
k=1

(
P−→n+−→s j−1

, xB−→n ,k
)
k
, j = 0, 1, . . . , r,

gde je −→s 0 =
−→
0 i P−→n+−→s −1

= P−→n−−→e k
. Dakle, rekurentna relacija (139) je oblika

(142) xB−→n ,k(x) = B−→n−−→e k,k
(x) + b0(k)B−→n ,k(x) +

r∑
j=1

bj(
−→n )B−→n+−→s j ,k(x), 1 6 k 6 r,

uz uslove B−→n ,k = 0 kadgod je nk 6 0.

Rekurentna relacija (135) daje vezu izme�u V.O.P. tipa II sa multi-indeksima od
(n1−1, n2−1, . . . , nr−1) do (n1, n2, . . . , nr) i V.O.P. tipa II sa multi-indeksom −→n +−→e k.
Druga zanim	iva rekurentna relacija povezuje V.O.P. tipa II P−→n sa V.O.P. tipa II
qiji su multi-indeksi −→n +−→e k i svi susedni multi-indeksi

−→n −−→e j, 1 6 j 6 r. Ovu
vezu �emo dokazati u narednoj teoremi.

Teorema 4.12. Neka su −→n i −→n +−→e k normalni multi-indeksi. Tada V.O.P. tipa
II, koji su ortogonalni u odnosu na bilinearne forme (99), zadovo	avaju slede�u
rekurentnu relaciju

(143) xP−→n (x) = P−→n+−→e k
(x) + a−→n ,0(k)P−→n (x) +

r∑
j=1

a−→n ,jP−→n−−→e j
(x),

gde su

(144) a−→n ,0(k) =
r∑

k=1

(
xP−→n , B−→n+−→e k,k

)
k

i

(145) a−→n ,k =
(P−→n , x

nk)k(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k

, k = 1, . . . , r.
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Dokaz. Kako su multi-indeksi −→n i −→n + −→e k normalni, a polinomi P−→n i P−→n+−→e k

moniqni, to je polinom xP−→n (x) − P−→n+−→e k
(x) stepena ne ve�eg od |−→n |. Tako�e, koe-

ficijent a−→n ,0(k) mo�emo izabrati tako da se qlan koji sadr�i x|
−→n | potre, odnosno

da polinom xP−→n (x)−P−→n+−→e k
(x)− a−→n ,0(k)P−→n (x) postane polinom stepena ne ve�eg od

|−→n | − 1. Lako se proverava da je ovaj polinom ortogonalan na svim polinomima ste-
pena ne ve�eg od nk−2, u odnosu na bilinearnu formu (99), za k = 1, . . . , r. Linearni
prostor A koji sadr�i sve polinome stepena ma�eg ili jednakog |−→n | − 1, a koji su
ortogonalni na svim polinomima stepena ne ve�eg od nk− 2 u odnosu na bilinearnu
formu (99), za k = 1, . . . , r, odgovara linearnom prostoru A ⊂ R|−→n | koeficijenata
c polinoma stepena ma�eg ili jednakog |−→n | − 1, koji zadovo	avaju homogen sistem

linearnih jednaqina M̃−→n c = 0, gde je M̃−→n matrica dobijena iz matrice momenata
M ′−→n , date sa (104), brisa�em r vrsta. Kako je −→n normalan multi-indeks, to �e rang

matrice M̃−→n biti |−→n | − r, pa je otuda linearni prostor A dimenzije r. Kako svaki
od polinoma P−→n−−→e j

pripada linearnom prostoru A, a ovi polinomi za j = 1, . . . , r
su linearno nezavisni, onda iz jednakosti

r∑
j=1

ajP−→n−−→e j
= 0

dobijamo da je (
r∑
j=1

ajP−→n−−→e j
, xnk−1

)
k

= ak
(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k

= 0,

za svako k = 1, . . . , r. Kako je
(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k
6= 0, to sledi ak = 0, k = 1, . . . , r.

Dakle, polinom xP−→n (x) − P−→n+−→e k
(x) − a−→n ,0(k)P−→n (x) mo�emo pisati kao linearnu

kombinaciju posmatrane baze prostora A, odnosno dobijamo rekurentnu relaciju
(143).

Prime�uju�i bilinearnu formu (·, xnk−1)k na izvedenu rekurentnu relaciju do-
bijamo jednakost

(
xP−→n , x

nk−1
)
k

=
(
P−→n+−→e k

, xnk−1
)
k

+ a−→n ,0(k)
(
P−→n , x

nk−1
)
k

+
r∑
j=1

a−→n ,j
(
P−→n−−→e j

, xnk−1
)
k
,

odakle je (P−→n , x
nk)k = a−→n ,k

(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k
, odnosno

a−→n ,k =
(P−→n , x

nk)k(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k

, k = 1, . . . , r.

Koriste�i V.O.P. tipa I
(
B−→n+−→e k,1

, B−→n+−→e k,2
, . . . , B−→n+−→e k,r

)
, na osnovu biortogonal-

nosti (105), dobijamo

r∑
k=1

(
xP−→n , B−→n+−→e k,k

)
k

=
r∑

k=1

(
P−→n+−→e k

, B−→n+−→e k,k

)
k

+ a−→n ,0(k)
r∑

k=1

(
P−→n , B−→n+−→e k,k

)
k
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+
r∑
j=1

a−→n ,j

(
r∑

k=1

(
P−→n−−→e j

, B−→n+−→e k,k

)
k

)
,

odakle izvodimo a−→n ,0(k) =
∑r

k=1

(
xP−→n , B−→n+−→e k,k

)
k
.

Sliqno, rekurentna relacija za susedne multi-indekse va�i i za V.O.P. tipa I.

Teorema 4.13. Neka su −→n i −→n − −→e k normalni multi-indeksi. Tada V.O.P. ti-
pa I, koji su ortogonalni u odnosu na bilinearne forme (99), zadovo	avaju slede�u
rekurentnu relaciju

(146) xB−→n ,k(x) = B−→n−−→e k,k
(x) + b−→n ,0(k)B−→n ,k(x) +

r∑
j=1

b−→n ,jB−→n+−→e j ,k(x), 1 6 k 6 r,

gde je

(147) b−→n ,0(k) =
r∑

k=1

(
xB−→n ,k, P−→n−−→e k

)
k

i

(148) b−→n ,k =
K−→n ,k
K−→n+−→e k,k

, k = 1, . . . , r,

pri qemu K−→n ,k predstav	a vode�i koeficijent polinoma B−→n ,k(x).

Dokaz. Neka je {−→mj, j = 0, 1, . . . , |−→n |} puta�a od −→m0 =
−→
0 = (0, 0, . . . , 0) do −→m |−→n | =

(n1, n2, . . . , nr), takva da je |−→mj| = j, −→mj 6
−→mj+1 i

−→m |−→n |−1 = −→n − −→e k. Tada polinom
xB−→n ,k(x) mo�emo zapisati u obliku

(149) xB−→n ,k(x) =

|−→n |∑
j=1

cj(
−→n )B−→mj ,k(x) +

r∑
i=1

di(
−→n )B−→n+−→e i,k(x),

za svako k = 1, . . . , r. Prime�uju�i bilinearnu formu (99) na posled�u jednakost sa
V.O.P. tipa II P−→n−−→e k

, dobijamo

r∑
k=1

(
xB−→n ,k, P−→n−−→e k

)
k

=

|−→n |∑
j=1

cj(
−→n )

r∑
k=1

(
B−→mj ,k, P−→n−−→e k

)
k

+
r∑
i=1

di(
−→n )

r∑
k=1

(
B−→n+−→e i,k, P−→n−−→e k

)
k
.

Biortogonalnost (105) daje slede�e vrednosti:(
B−→n+−→e i,k, P−→n−−→e k

)
k

= 0, i = 1, . . . , r,

i (
B−→mj ,k, P−→n−−→e k

)
k

= 0, za j = 1, . . . , |−→n | − 1;
(
B−→m|−→n |,k, P−→n−−→e k

)
k

= 1,
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pa imamo

b−→n ,0(k) = c|−→n |(
−→n ) =

r∑
k=1

(
xB−→n ,k, P−→n−−→e k

)
k
.

Koriste�i sada bilinearnu formu (99) uz V.O.P. tipa II P−→ml−1, dobijamo jednakost

r∑
k=1

(
xB−→n ,k, P−→ml−1

)
k

=

|−→n |∑
j=1

cj(
−→n )

r∑
k=1

(
B−→mj ,k, P−→ml−1

)
k

+
r∑
i=1

di(
−→n )

r∑
k=1

(
B−→n+−→e i,k, P−→ml−1

)
k
,

pri qemu uslovi ortogonalnosti (100) i (101) impliciraju

r∑
k=1

(
xB−→n ,k, P−→ml−1

)
k

=

{
0, za l = 1, . . . , |−→n | − 2
1, za l = |−→n | − 1

a biortogonalnost (105) daje

r∑
k=1

(
B−→mj ,k, P−→ml−1

)
k

=

{
1, za l = j
0, inaqe

i (
B−→n+−→e i,k, P−→ml−1

)
k

= 0, i = 1, . . . , r.

Odatle mo�emo zak	uqiti da su koeficijenti cl(
−→n ) jednaki nuli, za sve indekse

l = 1, . . . , |−→n | − 2, i da je c|−→n |−1(
−→n ) = 1. Sada jednakost (149) postaje

xB−→n ,k(x) = b−→n ,0(k)B−→n ,k(x) +B−→m|−→n |−1,k
(x) +

r∑
i=1

di(
−→n )B−→n+−→e i,k(x).

Upore�iva�em koeficijenata uz xnk na levoj i desnoj strani posled�e jednakosti,
dobijamo da je

K−→n ,k = dk(
−→n )K−→n+−→e k,k, za sve k = 1, . . . , r,

gde K−→n ,k predstav	a vode�i koeficijent polinoma B−→n ,k(x). Ovo nas dovodi do for-
mule (148), koju je i trebalo pokazati.

4.1.3 Koeficijenti u rekurentnim relacijama najbli�ih suseda

U prethodnom ode	ku smo pokazali da va�e rekurentne relacije najbli�ih su-
seda za vixestruko ortogonalne polinome tipa I i tipa II sa proizvo	nim multi-
indeksima. Kako �e nam za konstrukciju skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih for-
mula za optimalni skup kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu biti potreb-
ni vixestruko ortogonalni polinomi tipa II, to �e naxa pa��a biti usmerena samo
na rekurentne relacije koje oni zadovo	avaju. Koeficijenti u ovim rekurentnim
relacijama povezani su diferencnim jednaqinama, kojima je prvi deo ovog ode	ka
posve�en, pri qemu �emo se ograniqiti na dve te�inske funkcije. Postav	aju�i
r = 2 u formulama predstav	enim teoremom 4.12 dobijamo

(150) xP−→n (x) = P−→n+−→e k
(x) + a−→n ,0(k)P−→n (x) + a−→n ,1P−→n−−→e 1

(x) + a−→n ,2P−→n−−→e 2
(x),
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za

a−→n ,0(k) =
(
xP−→n , B−→n+−→e k,1

)
1

+
(
xP−→n , B−→n+−→e k,2

)
2

;

a−→n ,k =
(P−→n , x

nk)k(
P−→n−−→e k

, xnk−1
)
k

, k = 1, 2.

Primetimo ovde da koeficijenti a−→n ,k, k = 1, 2, ne zavise od k, pa zbog toga ne�e

me�ati vrednosti pri razliqitim izborima indeksa k. U sluqaju dve te�inske
funkcije multi-indeks −→n je oblika −→n = (n1, n2), pa za k = 1 i k = 2 iz relacije
(150) dobijamo redom

xP(n1,n2)(x) =P(n1+1,n2)(x) + a(n1,n2),0(1)P(n1,n2)(x)(151)

+ a(n1,n2),1P(n1−1,n2)(x) + a(n1,n2),2P(n1,n2−1)(x),

xP(n1,n2)(x) =P(n1,n2+1)(x) + a(n1,n2),0(2)P(n1,n2)(x)(152)

+ a(n1,n2),1P(n1−1,n2)(x) + a(n1,n2),2P(n1,n2−1)(x).

Oduzima�e jednakosti (152) od (151) dovodi do veze susednih V.O.P. tipa II

(153) P(n1+1,n2)(x)− P(n1,n2+1)(x) =
(
a(n1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(1)

)
· P(n1,n2)(x).

Rekurentne relacije (151), (152) i (153), za (n1, n2) → (n1, n2 − 1) i (n1, n2) →
(n1 − 1, n2), redom, formiraju sisteme koji se mogu zapisati u matriqnom obliku
na slede�i naqin

P̃n1+1,n2 = R
(1)
(n1,n2)

· P̃n1,n2 ,(154)

P̃n1,n2+1 = R
(2)
(n1,n2)

· P̃n1,n2 ,(155)

pri qemu je

P̃n1,n2 =

 P(n1,n2)(x)
P(n1−1,n2)(x)
P(n1,n2−1)(x)

 ,
a matrice R

(1)
(n1,n2)

i R
(2)
(n1,n2)

date sa

R
(1)
(n1,n2)

=

 x− a(n1,n2),0(1) −a(n1,n2),1 −a(n1,n2),2

1 0 0
1 0 a(n1,n2−1),0(2)− a(n1,n2−1),0(1)


i

R
(2)
(n1,n2)

=

 x− a(n1,n2),0(2) −a(n1,n2),1 −a(n1,n2),2

1 a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2) 0
1 0 0

 .
Matricu P̃n1+1,n2+1 mo�emo odrediti iz matrice P̃n1,n2 na dva naqina koriste�i
formule (154) i (155). Ako prvo iskoristimo matriqnu jednakost (154), a potom
jednakost (155), dobijamo

(156) P̃n1+1,n2+1 = R
(1)
(n1,n2+1) · P̃n1,n2+1 = R

(1)
(n1,n2+1) ·R

(2)
(n1,n2)

· P̃n1,n2 .
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U suprotnom, ukoliko prvo primenimo jednakost (155), a zatim jednakost (154), onda

se matrica P̃n1+1,n2+1 mo�e odrediti na slede�i naqin

(157) P̃n1+1,n2+1 = R
(2)
(n1+1,n2)

· P̃n1+1,n2 = R
(2)
(n1+1,n2)

·R(1)
(n1,n2)

· P̃n1,n2 .

Izjednaqava�em desnih strana dobijenih izraza dolazimo do jednakosti

R
(1)
(n1,n2+1) ·R

(2)
(n1,n2)

= R
(2)
(n1+1,n2)

·R(1)
(n1,n2)

,

pri qemu je

R
(1)
(n1,n2+1) ·R

(2)
(n1,n2)

=

 x− a(n1,n2+1),0(1) −a(n1,n2+1),1 −a(n1,n2+1),2

1 0 0
1 0 a(n1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(1)

×
×

 x− a(n1,n2),0(2) −a(n1,n2),1 −a(n1,n2),2

1 a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2) 0
1 0 0


=
[
q
(1)
ij

]
3×3

,

za

q
(1)
11 =

(
x− a(n1,n2+1),0(1)

) (
x− a(n1,n2),0(2)

)
− a(n1,n2+1),1 − a(n1,n2+1),2,

q
(1)
12 =

(
x− a(n1,n2+1),0(1)

) (
−a(n1,n2),1

)
− a(n1,n2+1),1

(
a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2)

)
,

q
(1)
13 =

(
x− a(n1,n2+1),0(1)

) (
−a(n1,n2),2

)
,

q
(1)
21 =x− a(n1,n2),0(2), q

(1)
22 = −a(n1,n2),1, q

(1)
23 = −a(n1,n2),2,

q
(1)
31 =x− a(n1,n2),0(1), q

(1)
32 = −a(n1,n2),1, q

(1)
33 = −a(n1,n2),2,

i

R
(2)
(n1+1,n2)

·R(1)
(n1,n2)

=

 x− a(n1+1,n2),0(2) −a(n1+1,n2),1 −a(n1+1,n2),2

1 a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2) 0
1 0 0

×
×

 x− a(n1,n2),0(1) −a(n1,n2),1 −a(n1,n2),2

1 0 0
1 0 a(n1,n2−1),0(2)− a(n1,n2−1),0(1)


=
[
q
(2)
ij

]
3×3

,

za

q
(2)
11 =

(
x− a(n1+1,n2),0(2)

) (
x− a(n1,n2),0(1)

)
− a(n1+1,n2),1 − a(n1+1,n2),2,

q
(2)
12 =

(
x− a(n1+1,n2),0(2)

) (
−a(n1,n2),1

)
,

q
(2)
13 =

(
x− a(n1+1,n2),0(2)

) (
−a(n1,n2),2

)
− a(n1+1,n2),2

(
a(n1,n2−1),0(2)− a(n1,n2−1),0(1)

)
,

q
(2)
21 =x− a(n1,n2),0(2), q

(2)
22 = −a(n1,n2),1, q

(2)
23 = −a(n1,n2),2,

q
(2)
31 =x− a(n1,n2),0(1), q

(2)
32 = −a(n1,n2),1, q

(2)
33 = −a(n1,n2),2.
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Upore�iva�em odgovaraju�ih elemenata navedenih matrica dobijamo �e	ene di-
ferencne formule. Izjednaqava�em koeficijenata uz promen	ivu x, u izrazu do-
bijenom posmatra�em jednakosti elemenata na poziciji (1, 1), dobijamo jednakost

(158) a(n1+1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(2) = a(n1,n2+1),0(1)− a(n1,n2),0(1),

dok jednakost slobodnih qlanova u pomenutom izrazu daje

a(n1+1,n2),1 + a(n1+1,n2),2 −
(
a(n1,n2+1),1 + a(n1,n2+1),2

)
=a(n1+1,n2),0(2) · a(n1,n2),0(1)

− a(n1,n2+1),0(1) · a(n1,n2),0(2),

odnosno
(159)

a(n1+1,n2),1 + a(n1+1,n2),2 −
(
a(n1,n2+1),1 + a(n1,n2+1),2

)
=

∣∣∣∣ a(n1+1,n2),0(2) a(n1,n2),0(2)
a(n1,n2+1),0(1) a(n1,n2),0(1)

∣∣∣∣ .
Pre�imo sada na poziciju (1, 2). Jednakost elemenata na ovim pozicijama u posma-
tranim matricama dovodi do jednakosti

a(n1,n2),1

(
a(n1,n2+1),0(1)− a(n1+1,n2),0(2)

)
= a(n1,n2+1),1

(
a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2)

)
,

odakle koriste�i formulu (159) izvodimo

(160)
a(n1,n2+1),1

a(n1,n2),1

=
a(n1,n2+1),0(1)− a(n1+1,n2),0(2)

a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2)
=

a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2)

a(n1−1,n2),0(1)− a(n1−1,n2),0(2)
.

Konaqno, elementi sa pozicije (1, 3) daju jednakost

a(n1,n2),2

(
a(n1,n2+1),0(1)− a(n1+1,n2),0(2)

)
= a(n1+1,n2),2

(
a(n1,n2−1),0(1)− a(n1,n2−1),0(2)

)
odakle, ponovo koriste�i formulu (159), imamo

(161)
a(n1+1,n2),2

a(n1,n2),2

=
a(n1,n2+1),0(1)− a(n1+1,n2),0(2)

a(n1,n2−1),0(1)− a(n1,n2−1),0(2)
=

a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2)

a(n1,n2−1),0(1)− a(n1,n2−1),0(2)
.

Drugi deo ovog ode	ka posveti�emo rekurentnim relacijama koje zadovo	ava-
ju vixestruko ortogonalni polinomi tipa II sa proizvo	nim multi-indeksima, a
pomo�u kojih �e nam �ihova konstrukcija biti dosta olakxana.

Lema 4.1. V.O.P. tipa II P(n1,n2) sa proizvo	nim multi-indeksima, koji su orto-
gonalni u odnosu na bilinearnu formu (99), zadovo	avaju rekurentnu relaciju

P(n1,n2+1)(x) =P(n1+1,n2)(x) +

n2−1∑
k=0

P(n1+1,k)(x)

n2∏
i=k+1

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
(162)

+ P(n1,0)(x)

n2∏
i=0

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
.
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Dokaz. Dokaz �emo sprovesti indukcijom po broju n, koji predstav	a du�inu
multi-indeksa (n1, n2), tj. n = n1 + n2.

Za n = 0 je posmatrani multi-indeks (n1, n2) = (0, 0), pa iz (153) imamo

P(0,1)(x) = P(1,0)(x) +
(
a(0,0),0(1)− a(0,0),0(2)

)
· P(0,0)(x),

xto daje jednakost (162) za (n1, n2) = (0, 0).
Pretpostavimo sada da (162) va�i za sve multi-indekse du�ine n = n1 + n2,

odnosno da je

P(n1,n2)(x) =P(n1+1,n2−1)(x) +

n2−2∑
k=0

P(n1+1,k)(x)

n2−1∏
i=k+1

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
+ P(n1,0)(x)

n2−1∏
i=0

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
i poka�imo da jednakost (162) va�i za multi-indeks (n1, n2 + 1), qija je du�ina
jednaka n+1. Koriste�i ponovo jednakost (153) i indukcijsku pretpostavku dobijamo

P(n1,n2+1)(x) =P(n1+1,n2)(x) +
(
a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2)

)
· P(n1,n2)(x)

=P(n1+1,n2)(x) +
(
a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2)

)
·

[
P(n1+1,n2−1)(x)

+

n2−2∑
k=0

P(n1+1,k)(x)

n2−1∏
i=k+1

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
+ P(n1,0)(x)

n2−1∏
i=0

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

) ]
=P(n1+1,n2)(x) +

(
a(n1,n2),0(1)− a(n1,n2),0(2)

)
· P(n1+1,n2−1)(x)

+

n2−2∑
k=0

P(n1+1,k)(x)

n2∏
i=k+1

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
+ P(n1,0)(x)

n2∏
i=0

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
=P(n1+1,n2)(x) +

n2−1∑
k=0

P(n1+1,k)(x)

n2∏
i=k+1

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
+ P(n1,0)(x)

n2∏
i=0

(
a(n1,i),0(1)− a(n1,i),0(2)

)
,

xto je i trebalo dokazati.
Na sliqan naqin dokazujemo i narednu lemu.

Lema 4.2. V.O.P. tipa II P(n1,n2) sa proizvo	nim multi-indeksima, koji su orto-
gonalni u odnosu na bilinearnu formu (99), zadovo	avaju rekurentnu relaciju

P(n1+1,n2)(x) =P(n1,n2+1)(x) +

n1−1∑
k=0

P(k,n2+1)(x)

n1∏
i=k+1

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
(163)
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+ P(0,n2)(x)

n1∏
i=0

(
a(i,n2),0(2)− a(i.n2),0(1)

)
.

Dokaz. Kao u prethodnoj lemi dokaz sprovodimo indukcijom po broju n, koji
predstav	a du�inu multi-indeksa (n1, n2).

Za n = 0, tj. za multi-indeks (n1, n2) = (0, 0), primenom formule (153) dobijamo
�e	enu jednakost

P(1,0)(x) = P(0,1)(x) +
(
a(0,0),0(2)− a(0,0),0(1)

)
· P(0,0)(x).

Pretpostavimo sada da relacija (163) va�i za sve multi-indekse du�ine n =
n1 + n2, odnosno da je

P(n1,n2)(x) =P(n1−1,n2+1)(x) +

n1−2∑
k=0

P(k,n2+1)(x)

n1−1∏
i=k+1

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
+ P(0,n2)(x)

n1−1∏
i=0

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
i poka�imo da jednakost (163) va�i za multi-indeks (n1 + 1, n2), du�ine n + 1.
Koriste�i ponovo jednakost (153) i indukcijsku pretpostavku imamo

P(n1+1,n2)(x) =P(n1,n2+1)(x) +
(
a(n1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(1)

)
· P(n1,n2)(x)

=P(n1,n2+1)(x) +
(
a(n1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(1)

)
·

[
P(n1−1,n2+1)(x)

+

n1−2∑
k=0

P(k,n2+1)(x)

n1−1∏
i=k+1

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
+ P(0,n2)(x)

n1−1∏
i=0

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

) ]
=P(n1,n2+1)(x) +

(
a(n1,n2),0(2)− a(n1,n2),0(1)

)
· P(n1−1,n2+1)(x)

+

n1−2∑
k=0

P(k,n2+1)(x)

n1∏
i=k+1

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
+ P(0,n2)(x)

n1∏
i=0

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
=P(n1,n2+1)(x) +

n1−1∑
k=0

P(k,n2+1)(x)

n1∏
i=k+1

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
+ P(0,n2)(x)

n1∏
i=0

(
a(i,n2),0(2)− a(i,n2),0(1)

)
,

xto je i trebalo dokazati.

Kombinuju�i sada rekurentne relacije najbli�ih suseda, koje su predstav	ene
formulama (151) i (152), sa rekurentnim relacijama koje smo dokazali kroz posled-
�e dve leme, pokaza�emo kako na jednostavan naqin mo�emo odrediti V.O.P. tipa
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II raqunaju�i samo marginalne polinome. U ovom postupku postoje dve mogu�e puta-
�e za konstruisa�e �e	enog V.O.P. koje su prikazane na slici 1. U nastavku �emo
opisati oba naqina.

Slika 1: Dve puta�e za multi-indekse od (0, 0) do (n1, n2)

(1) Dode	uju�i vrednosti n1 = 0, 1, . . . , n − 1 i n2 = 0 u rekurentnoj relaciji
(151) dobijamo

xP(0,0)(x) = P(1,0)(x) + a(0,0),0(1)P(0,0)(x),

xP(1,0)(x) = P(2,0)(x) + a(1,0),0(1)P(1,0)(x) + a(1,0),1P(0,0)(x),

xP(2,0)(x) = P(3,0)(x) + a(2,0),0(1)P(2,0)(x) + a(2,0),1P(1,0)(x),

...

xP(n−1,0)(x) = P(n,0)(x) + a(n−1,0),0(1)P(n−1,0)(x) + a(n−1,0),1P(n−2,0)(x).

Da	e, postav	a�e vrednosti n1 = n i n2 = 0, 1 u formuli (152) daje veze kojima se
vrxi prelazak sa jedne margine na drugu, tj. formule

xP(n,0)(x) = P(n,1)(x) + a(n,0),0(2)P(n,0)(x) + a(n,0),1P(n−1,0)(x),

xP(n,1)(x) = P(n,2)(x) + a(n,1),0(2)P(n,1)(x) + a(n,1),1P(n−1,1)(x) + a(n,1),2P(n,0)(x).

Koriste�i sada formulu (162), za (n1, n2) = (n− 1, 0), imamo

P(n−1,1)(x) = P(n,0)(x) + P(n−1,0)(x) ·
(
a(n−1,0),0(1)− a(n−1,0),0(2)

)
,

qime se prethodna jednakost svodi na

xP(n,1)(x) =P(n,2)(x) + a(n,1),0(2)P(n,1)(x) +
(
a(n,1),1 + a(n,1),2

)
P(n,0)(x)

+ a(n,1),1
(
a(n−1,0),0(1)− a(n−1,0),0(2)

)
P(n−1,0)(x).

Za formira�e V.O.P. qiji se multi-indeksi kre�u po drugoj margini primenimo
najpre formulu (152) za n1 = n i n2 = 2, a zatim relaciju (162) za (n1, n2) = (n−1, 1):

xP(n,2)(x) =P(n,3)(x) + a(n,2),0(2)P(n,2)(x) + a(n,2),1P(n−1,2)(x) + a(n,2),2P(n,1)(x)

=P(n,3)(x) + a(n,2),0(2)P(n,2)(x) + a(n,2),2P(n,1)(x) + a(n,2),1

[
P(n,1)(x)

+ P(n,0)(x)
(
a(n−1,1),0(1)− a(n−1,1),0(2)

)
+ P(n−1,0)(x)

(
a(n−1,0),0(1)− a(n−1,0),0(2)

) (
a(n−1,1),0(1)− a(n−1,1),0(2)

) ]
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=P(n,3)(x) + a(n,2),0(2)P(n,2)(x) +
(
a(n,2),2 + a(n,2),1

)
P(n,1)(x)

+ a(n,2),1
(
a(n−1,1),0(1)− a(n−1,1),0(2)

)
P(n,0)(x)

+ a(n,2),1
(
a(n−1,0),0(1)− a(n−1,0),0(2)

) (
a(n−1,1),0(1)− a(n−1,1),0(2)

)
P(n−1,0)(x).

Istim postupkom dobijamo formule za xP(n,n2)(x), za sve n2 = 3, . . . ,m−1. Posled�a
formula u ovom nizu �e biti oblika

xP(n,m−1)(x) =P(n,m)(x) + a(n,m−1),0(2)P(n,m−1)(x) +
(
a(n,m−1),1 + a(n,m−1),2

)
P(n,m−2)(x)

+ a(n,m−1),1

m−3∑
k=0

m−2∏
i=k+1

(
a(n−1,i),0(1)− a(n−1,i),0(2)

)
P(n,k)(x)

+ a(n,m−1),1

m−2∏
i=0

(
a(n−1,i),0(1)− a(n−1,i),0(2)

)
P(n−1,0)(x).

Sada dobijene jednakosti mo�emo zapisati u matriqnom obliku

xP
(1)
(n,m) = C

(1)
(n,m) ·P

(1)
(n,m) + P(n,m) · e(n,m),

gde su

P
(1)
(n,m) =



P(0,0)(x)
P(1,0)(x)
...

P(n,0)(x)
P(n,1)(x)
...

P(n,m−1)(x)


, e(n,m) =



0
0
...
0
0
...
1


, C

(1)
(n,m) =

[
A

(1)
(n,m)

B
(1)
(n,m)

]
,

pri qemu je

A
(1)
(n,m) =

[
Â

(1)
(n,m)

∣∣ [0]n×(m−1)

]
, B

(1)
(n,m) =

[
[0]m×(n−1)

∣∣ B̂(1)
(n,m)

]
.

Matrice Â
(1)
(n,m) i B̂

(1)
(n,m) date su sa

Â
(1)
(n,m) =


a(0,0),0(1) 1
a(1,0),1 a(1,0),0(1) 1

. . . . . . . . .

a(n−1,0),1 a(n−1,0),0(1) 1


i B̂

(1)
(n,m) =

[
b̂
(1)
ij

]
m×(m+1)

, za

b̂
(1)
ij =



0, za j > i+ 2,
1, za j = i+ 2,

a(n,0),1, za i = j = 1,
a(n,i−1),0(2), za j = i+ 1,

a(n,i−1),1 + a(n,i−1),2, za j = i, i = 2, . . . ,m,

a(n,i−1),1
∏(1)

(j−1,i−2), inaqe,
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gde je
∏(1)

(k,l) =
∏l

i=k

(
a(n−1,i),0(1)− a(n−1,i),0(2)

)
.

Ako sa xi, i = 1, . . . , n+m, oznaqimo nule V.O.P. tipa II P(n,m)(x), onda iz pret-
hodne matriqne jednaqine dobijamo

xiP
(1)
(n,m)(xi) = C

(1)
(n,m) ·P

(1)
(n,m)(xi),

odakle lako vidimo da su taqke xi sopstvene vrednosti matrice C
(1)
(n,m), a P

(1)
(n,m)(xi)

odgovaraju�i sopstveni vektori.

(2) Posmatrajmo sada konstrukciju polinoma P(n,m)(x) na drugi naqin. Dode	u-
ju�i vrednosti n1 = 0 i n2 = 0, 1, . . . ,m− 1 u relaciji (152) dobijamo

xP(0,0)(x) = P(0,1)(x) + a(0,0),0(2)P(0,0)(x),

xP(0,1)(x) = P(0,2)(x) + a(0,1),0(2)P(0,1)(x) + a(0,1),2P(0,0)(x),

xP(0,2)(x) = P(0,3)(x) + a(0,2),0(2)P(0,2)(x) + a(0,2),2P(0,1)(x),

...

xP(0,m−1)(x) = P(0,m)(x) + a(0,m−1),0(2)P(0,m−1)(x) + a(0,m−1),2P(0,m−2)(x).

Da	e, postav	a�e vrednosti n1 = 0, 1 i n2 = m u formuli (151) daje veze kojima se
vrxi prelazak sa jedne na drugu marginu, tj. formule

xP(0,m)(x) = P(1,m)(x) + a(0,m),0(1)P(0,m)(x) + a(0,m),2P(0,m−1)(x),

xP(1,m)(x) = P(2,m)(x) + a(1,m),0(1)P(1,m)(x) + a(1,m),1P(0,m)(x) + a(1,m),2P(1,m−1)(x).

Koriste�i sada formulu (163), za (n1, n2) = (0,m− 1), imamo

P(1,m−1)(x) = P(0,m)(x) + P(0,m−1)(x) ·
(
a(0,m−1),0(2)− a(0,m−1),0(1)

)
,

qime se prethodna jednakost svodi na

xP(1,m)(x) =P(2,m)(x) + a(1,m),0(1)P(1,m)(x) +
(
a(1,m),1 + a(1,m),2

)
P(0,m)(x)

+ a(1,m),2

(
a(0,m−1),0(2)− a(0,m−1),0(1)

)
P(0,m−1)(x).

Za formira�e V.O.P. qiji se multi-indeksi kre�u po drugoj margini koristimo
najpre formulu (151) za n1 = n i n2 = 2, a zatim relaciju (163) za (n1, n2) = (n−1, 1):

xP(2,m)(x) =P(3,m)(x) + a(2,m),0(1)P(2,m)(x) +
(
a(2,m),1 + a(2,m),2

)
P(1,m)(x)

+ a(2,m),2

(
a(1,m−1),0(2)− a(1,m−1),0(1)

)
P(0,m)(x)

+ a(2,m),2

(
a(1,m−1),0(2)− a(1,m−1),0(1)

) (
a(0,m−1),0(2)− a(0,m−1),0(1)

)
P(0,m−1)(x).

Istim postupkom dobijamo formule za xP(n1,m)(x), za sve n1 = 3, . . . , n−1. Posled�a
formula u nizu �e biti oblika

xP(n−1,m)(x) =P(n,m)(x) + a(n−1,m),0(1)P(n−1,m)(x) +
(
a(n−1,m),1 + a(n−1,m),2

)
P(n−2,m)(x)

+ a(n−1,m),2

n−3∑
k=0

n−2∏
i=k+1

(
a(i,m−1),0(2)− a(i,m−1),0(1)

)
P(k,m)(x)
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+ a(n−1,m),2

n−2∏
i=0

(
a(i,m−1),0(2)− a(i,m−1),0(1)

)
P(0,m−1)(x).

Dobijene jednakosti mo�emo zapisati u matriqnom obliku

xP
(2)
(n,m) = C

(2)
(n,m) ·P

(2)
(n,m) + P(n,m) · e(n,m),

gde su

P
(2)
(n,m) =



P(0,0)(x)
P(0,1)(x)
...

P(0,m)(x)
P(1,m)(x)
...

P(n−1,m)(x)


, e(n,m) =



0
0
...
0
0
...
1


, C

(2)
(n,m) =

[
A

(2)
(n,m)

B
(2)
(n,m)

]
,

pri qemu je

A
(2)
(n,m) =

[
Â

(2)
(n,m)

∣∣ [0]m×(n−1)

]
, B

(2)
(n,m) =

[
[0]n×(m−1)

∣∣ B̂(2)
(n,m)

]
.

Matrice Â
(2)
(n,m) i B̂

(2)
(n,m) date su sa

Â
(2)
(n,m) =


a(0,0),0(2) 1
a(0,1),2 a(0,1),0(2) 1

. . . . . . . . .

a(0,m−1),2 a(0,m−1),0(2) 1


i B̂

(2)
(n,m) =

[
b̂
(2)
ij

]
n×(n+1)

, za

b̂
(2)
ij =



0, za j > i+ 2,
1, za j = i+ 2,

a(0,m),2, za i = j = 1,
a(i−1,m),0(1), za j = i+ 1,

a(i−1,m),1 + a(i−1,m),2, za j = i, i = 2, . . . , n,

a(i−1,m),2

∏(2)
(j−1,i−2), inaqe,

gde je
∏(2)

(k,l) =
∏l

i=k

(
a(i,m−1),0(2)− a(i,m−1),0(1)

)
.

Ako sa xi, i = 1, . . . , n+m, oznaqimo nule V.O.P. tipa II P(n,m)(x), onda iz pret-
hodne matriqne jednaqine dobijamo

xiP
(2)
(n,m)(xi) = C

(2)
(n,m) ·P

(2)
(n,m)(xi),

odakle lako vidimo da su taqke xi sopstvene vrednosti matrice C
(2)
(n,m), a P

(2)
(n,m)(xi)

odgovaraju�i sopstveni vektori.
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4.2 Skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula

U ovom poglav	u uvex�emo skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za op-
timalni skup kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu. To je zapravo skup
kvadraturnih formula oblika

(164) H
(k)
n+1f =

n+1∑
i=1

Ak,if(xi), k = 1, . . . , r,

takvih da su qvorovi xi, i = 1, . . . , n+ 1, isti za sve formule.
Neka je W = (w1, . . . , wr) jedan AT sistem. Po uzoru na [4, Definition 3] uvodimo

slede�u definiciju.

Definicija 4.4. Neka je W AT sistem, n ∈ N i (n1, . . . , nr) proizvo	an multi-
indeks du�ine n + 1. Skup kvadraturnih formula oblika (164) naziva se skupom
anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih formu-
la u Borges-ovom smislu ako i samo ako qvorovi xi i te�inski koeficijenti Ak,i,
i = 1, . . . , n+ 1, zadovo	avaju slede�e jednaqine:

n+1∑
i=1

Ak,i = (1, 1)k,(165)

n+1∑
i=1

Ak,ix
j
i =

(
xj, 1

)
k
, j = 1, . . . , n+ nk,(166)

za svako k = 1, . . . , r.

Sada mo�emo dokazati da va�i uopxte�e fundamentalne teoreme za Gauss-
Christoffel-ove kvadraturne formule.

Teorema 4.14. Neka jeW AT sistem, n ∈ N i (n1, . . . , nr) proizvo	an multi-indeks
du�ine n+ 1. Skup kvadraturnih formula oblika (164) formira jedan skup anti-
Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih formula u
Borges-ovom smislu ako i samo ako su ispu�ena slede�a dva uslova:

(i) jednakost H
(k)
n+1p =

(
2Ik −G(k)

n

)
p, k = 1, . . . , r, je zadovo	ena za sve polinome p

stepena ma�eg ili jednakog n;

(ii) polinom Q(x) =
∏n+1

i=1 (x− xi) je V.O.P. tipa II u odnosu na bilinearne forme
(99).

Dokaz. Pretpostavimo najpre da kvadraturne formule (164) formiraju skup
anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih formula
u Borges-ovom smislu.

Za svako k = 1, . . . , r odgovaraju�a jednakost H
(k)
n+1p =

(
2Ik −G(k)

n

)
p je, prema

definiciji 4.4, ispu�ena za sve polinome stepena ma�eg ili jednakog n+nk, a time
i za polinome stepena ma�eg ili jednakog n, xto dokazuje prvi uslov.
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Da	e, za svako k = 1, . . . , r pretpostavimo da je pk(x) polinom stepena ne ve�eg
od nk−1. Tada je stepen polinoma Q(x)pk(x) ma�i ili jednak n+ 1 +nk−1 = n+nk,
pa iz uslova (165) i (166) sledi

(Q, pk)k = (Qpk, 1)k =
n+1∑
i=1

Ak,iQ(xi)pk(xi).

Kako je Q(xi) = 0, i = 1, . . . , n + 1, to va�i (Q, pk)k = 0, k = 1, . . . , r. Dakle, Q(x)
je V.O.P. tipa II u odnosu na bilinearne forme (99). Time je dokaz u ovom smeru
zavrxen.

Pretpostavimo sada da uslovi (i) i (ii) va�e za kvadraturne formule (164). Neka
je pk(x) polinom stepena ma�eg ili jednakog n+ nk, za k = 1, . . . , r. Tada se on mo�e
zapisati u obliku pk(x) = Q(x)sk(x) + r(x), gde je sk(x) polinom stepena ne ve�eg od
nk − 1, a r(x) polinom stepena ma�eg ili jednakog n. Na osnovu toga va�i

(pk, 1)k = (Qsk + r, 1)k = (Qsk, 1)k + (r, 1)k = (Q, sk)k + (r, 1)k

= 0 + (r, 1)k =
(
2Ik −G(k)

n

)
(r) = H

(k)
n+1(r) =

n+1∑
i=1

Ak,ir(xi).

Kako je Q(xi) = 0, za i = 1, . . . , n+ 1, to dobijamo

(pk, 1)k =
n+1∑
i=1

Ak,ir(xi) =
n+1∑
i=1

Ak,i[Q(xi)sk(xi) + r(xi)] =
n+1∑
i=1

Ak,ipk(xi).

Dakle, jednakosti (165) i (166) va�e, pa kvadraturne formule (164) obrazuju je-
dan skup anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih
formula u Borges-ovom smislu.

Kao xto smo pokazali u prethodnoj teoremi, qvorovi skupa anti-Gauss-ovih
kvadraturnih formula su nule V.O.P. tipa II, qiji je multi-indeks du�ine n + 1,
sa ortogonalnox�u u odnosu na bilinearne forme (99).

Posmatrajmo najpre sluqaj kada je multi-indeks pomenutog V.O.P. tipa II skoro
dijagonalan, odnosno kada su qvorovi xi, i = 1, . . . , n+ 1, nule V.O.P. Pn+1(x). Tada
ove taqke mo�emo odrediti kao sopstvene vrednosti odgovaraju�e trakaste Hessen-
berg-ove matrice

Mn+1 =



a0,r 1
a1,r−1 a1,r 1
...

. . . . . . . . .

ar,0 · · · ar,r−1 ar,r 1
ar+1,0 · · · ar+1,r−1 ar+1,r 1

. . . . . . . . . . . .

an−1,0 · · · an−1,r−1 an−1,r 1
an,0 · · · an,r−1 an,r
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=



â0,r 1
â1,r−1 â1,r 1
...

. . . . . . . . .

âr,0 · · · âr,r−1 âr,r 1
âr+1,0 · · · âr+1,r−1 âr+1,r 1

. . . . . . . . . . . .

ân−1,0 · · · ân−1,r−1 ân−1,r 1
2 · ân,0 · · · 2 · ân,r−1 ân,r


.

Nakon izraqunava�a qvorova, te�inski koeficijenti Ak,i, k = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n+
1, mogu se odrediti tako da zadovo	avaju slede�e Vandermonde-ove sisteme jedna-
qina

V (x1, . . . , xn+1)


Ak,1
Ak,2
...

Ak,n+1

 =


µ
(k)
0

µ
(k)
1
...

µ
(k)
n

 , k = 1, . . . , r,

gde je µ
(k)
i = (xi, 1)k, za i = 0, 1, . . . , n, k = 1, . . . , r.

Sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti xi matrice Mn+1 je dat sa
Pn+1(xi), gde je Pn+1 = [ P0(x) P1(x) . . . Pn(x) ]T . Ovu qi�enicu mo�emo iskori-
stiti za izraqunava�e te�inskih koeficijenata Ak,i, uz uslov da svaka formula
taqno generixe prvi n + 1 modifikovani moment. Dakle, te�inski koeficijenti
se mogu odrediti rexava�em sistema

(167) Vn+1 ·


Ak,1
Ak,2
...

Ak,n+1

 =


µ
∗(k)
0

µ
∗(k)
1
...

µ
∗(k)
n

 , k = 1, . . . , r,

gde je Vn+1 = [ Pn+1(x1) Pn+1(x2) . . . Pn+1(xn+1) ], a µ
∗(k)
i = (Pi, 1)k, i = 0, 1, . . . , n,

k = 1, . . . , r su modifikovani momenti. Na osnovu hipoteze 4.1 znamo da su u ovom
sluqaju qvorovi me�usobno razliqiti.

Kako je jednakost G
(k)
n p = Ikp ispu�ena za sve polinome p stepena ma�eg ili

jednakog n− 1, kao i Pj(x) = P̂j(x), za svako j 6 n, to za i = 0, 1, . . . , n− 1 va�i

µ
∗(k)
i = (Pi, 1)k =

(
2Ik −G(k)

n

)
(Pi) = Ik(Pi) + 0 = Ik(P̂i) = µ̂

∗(k)
i ,

dok je za i = n:

µ∗(k)n = (Pn, 1)k = 2Ik(Pn)−G(k)
n (Pn) = 2Ik(P̂n) + 0 = 2Ik(P̂n) = 2µ̂∗(k)n .

Dakle, na jednostavan naqin mo�emo izraqunati potrebne modifikovane momente.

Pre�imo sada na sluqaj kada su qvorovi skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih
formula nule V.O.P. tipa II sa proizvo	nim multi-indeksom du�ine n + 1, tj.
polinoma P(n1,n2)(x), za n1 + n2 = n + 1, sa ortogonalnox�u u odnosu na bilinearne
forme (99).
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U prethodnom ode	ku smo videli da se, u zavisnosti od puta�e konstruisa�a
V.O.P. P(n1,n2)(x), nule ovog polinoma mogu odrediti kao sopstvene vrednosti ma-

trica C
(1)
(n1,n2)

i C
(2)
(n1,n2)

. Kako je naqin odre�iva�a te�inskih koeficijenata u oba
sluqaja sliqan, ovde �emo predstaviti samo jedan od �ih. Pretpostavimo da smo qvo-
rove xi, i = 1, . . . , n+1, izraqunali kao sopstvene vrednosti matrice C

(1)
(n1,n2)

. Tada su

odgovaraju�i sopstveni vektori dati sa P
(1)
(n1,n2)

(xi), i = 1, . . . , n+ 1, xto mo�emo is-
koristiti za odre�iva�e te�inskih koeficijenata Ak,i, k = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n+1,
uz uslov da svaka formula taqno generixe modifikovane momente. Dakle, te�inski
koeficijenti se mogu odrediti rexava�em sistema

(168) V
(1)
(n1,n2)

·


Ak,1
Ak,2
...

Ak,n+1

 =



µ
∗(k)
(0,0)

µ
∗(k)
(1,0)
...

µ
∗(k)
(n1,0)

µ
∗(k)
(n1,1)
...

µ
∗(k)
(n1,n2−1)


, k = 1, . . . , r,

gde je V
(1)
(n1,n2)

= [ P
(1)
(n1,n2)

(x1) P
(1)
(n1,n2)

(x2) . . . P
(1)
(n1,n2)

(xn+1) ], a µ
∗(k)
(i,j) = (P(i,j), 1)k,

i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2 − 1, k = 1, . . . , r su modifikovani momenti.

Konaqno, sa formiranim skupovima kvadraturnih formula {G(k)
n , k = 1, . . . , r}

i {H(k)
n+1, k = 1, . . . , r}, mo�emo definisati skup takozvanih usred�enih Gauss-ovih

kvadraturnih formula sa

(169) L
(k)
2n+1p =

G
(k)
n +H

(k)
n+1

2
p, k = 1, . . . , r.

Ove kvadraturne formule su taqne za sve polinome stepena ma�eg ili jednakog n.

4.3 Numeriqki primeri

U ovom poglav	u �emo posmatrati AT sistem sastav	en od Jacobi-jevih te�in-
skih funkcija na intervalu [−1, 1], sa razliqitim singularitetima u −1 i istim
singularitetima u 1. Dakle, te�inske funkcije su oblika

wk(x) = (1− x)α(1 + x)βk , k = 1, . . . , r,

gde su α, βk > −1, k = 1, . . . , r, i βi − βj /∈ Z, kadgod je i 6= j. Prikaza�emo vred-
nosti parametara anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula (164), kao i grexke koje
nastaju primenom optimalnog skupa kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu,
odgovaraju�eg skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula i skupa usred�enih
Gauss-ovih kvadraturnih formula, sa izabranim integrandom.

Sva izraqunava�a su izvedena pomo�u softvera Wolfram Mathematica uz ko-
rix�e�e paketa OrthogonalPolynomials (videti [12, 38]), sa taqnox�u od 32 znaqajne
cifre.
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Primer 4.4. U ovom primeru izaberimo r = 3, α = 1/2, β1 = −1/4, β2 = 1/4,
β3 = 1 i posmatrajmo samo skoro dijagonalne multi-indekse. Za n = 16 odgovaraju�i
multi-indeks je (6, 5, 5). Qvorovi xi i te�inski koeficijenti Ak,i, i = 1, . . . , 17,
skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih
formula u Borges-ovom smislu prikazani su u tabeli 7. Qvorovi xi su nule V.O.P.
tipa II P(6,6,5)(x), koji je ortogonalan u odnosu na bilinearne forme (f, g)k = (2Ik−
G

(k)
16 )(fg), k = 1, 2, 3.
Grexke nastale primenom optimalnog skupa kvadraturnih formula u Borges-

ovom smislu {G(k)
n , k = 1, 2, 3}, odgovaraju�eg skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih

formula {H(k)
n+1, k = 1, 2, 3}, kao i skupa usred�enih Gauss-ovih kvadraturnih for-

mula {L(k)
2n+1, k = 1, 2, 3}, za integrand f(x) = x22, sa n = 12, 14, 16, date su u ta-

beli 8. Dobijene vrednosti potvr�uju jednakosti navedene u definiciji 4.4. Na
osnovu numeriqkih eksperimenata mo�emo zak	uqiti da za polinome vixeg ste-
pena grexke nastale primenom kvadraturnih formula G

(k)
n i H

(k)
n+1 su istog reda

veliqine, dok usred�ena formula L
(k)
2n+1 daje bo	u aproksimaciju.

Tabela 7: Parametri skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula u sluqaju AT
sistema Jacobi-jevih te�inskih funkcija za r = 3, α = 1/2, β1 = −1/4, β2 = 1/4,
β3 = 1

i xi A1,i A2,i A3,i

1 −1.031539859 0.312899937(−5) −0.503809309(−6) −0.278072061(−8)
2 −0.998780620 0.336817565(−1) 0.116431522(−2) 0.762257336(−5)
3 −0.986217531 0.942656200(−1) 0.110663646(−1) 0.445156586(−3)
4 −0.949869240 0.149840317 0.335491068(−1) 0.355434152(−2)
5 −0.883258126 0.194669748 0.665138054(−1) 0.132840894(−1)
6 −0.783540775 0.228157064 0.106150482 0.336863569(−1)
7 −0.650649076 0.248651112 0.146967516 0.667832847(−1)
8 −0.487338583 0.254990473 0.182574143 0.110614547
9 −0.299028064 0.247139226 0.206915011 0.158513944

10 −0.934270161(−1) 0.226334128 0.215502062 0.200218180
11 0.119995905 0.195019252 0.206388599 0.224697391
12 0.330662152 0.156634479 0.180684654 0.223857744
13 0.527607605 0.115290058 0.142494390 0.195797266
14 0.700236023 0.753627700(−1) 0.982678512(−1) 0.146316522
15 0.839059626 0.410567572(−1) 0.556778619(−1) 0.879284479(−1)
16 0.936433659 0.159751609(−1) 0.222303628(−1) 0.364920716(−1)
17 0.987875211 0.266797674(−2) 0.376163453(−2) 0.629750378(−2)

Primer 4.5. U ovom primeru posmatrajmo dve Jacobi-jeve te�inske funkcije
na [−1, 1] sa parametrima α = −1/2, β1 = 1/4 i β2 = −1/4 i multi-indekse ko-
ji nisu skoro dijagonalni. Konstruisa�emo V.O.P. tipa II koji je multi-indeksa
(5, 3), uz ortogonalnost u odnosu na bilinearne forme (f, g)k = (2Ik − G

(k)
7 )(fg),

k = 1, 2. Qvorovi optimalnog skupa kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu
{G(k)

7 , k = 1, 2}, su nule V.O.P. tipa II koji je multi-indeksa (4, 3). U ovom postup-
ku koristimo prvi metod koji je opisan u ode	ku 4.1.3. Polazimo od marginalnih
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Tabela 8: Grexke kvadraturnih formula G
(k)
n , H

(k)
n+1, L

(k)
2n+1, za integrand f(x) = x22,

sa r = 3, α = 1/2, β1 = −1/4, β2 = 1/4, β3 = 1; kada je n = 12, 14, 16

n k Ikf −G(k)
n (f) Ikf −H(k)

n+1(f) Ikf − L(k)
2n+1(f)

1 −4.22(−6) 3.77(−6) −2.25(−7)
12 2 −6.64(−6) 5.81(−6) −4.17(−7)

3 −1.36(−5) 1.18(−5) −9.30(−7)
1 −3.43(−8) 3.37(−8) −2.64(−10)

14 2 −7.00(−8) 6.81(−8) −9.65(−10)
3 −1.83(−7) 1.75(−7) −4.22(−9)
1 −1.66(−13) 1.66(−13) 0

16 2 −2.49(−12) 2.49(−12) 0
3 −4.84(−11) 4.84(−11) −1.46(−14)

koeficijenata u rekurentnim relacijama za bilinearne forme (f, g)1 i (f, g)2, a
zatim prime�ujemo formule (158)-(161). Dobijene polinome navodimo u nastavku.

P(0,0)(x) =1,

P(1,0)(x) =x+
1

35
,

P(2,0)(x) =x2 +
6x

161
− 8647

33649
,

P(3,0)(x) =x3 +
9x2

217
− 10951x

21483
− 4105

494109
,

P(4,0)(x) =x4 +
4x3

91
− 762x2

1001
− 84x

4433
+

114319

1768767
,

P(5,0)(x) =x5 +
15x4

329
− 157510x3

155617
− 61914x2

2023021
+

7401027x

38437399
+

60047349

27405865487
,

P(5,1)(x) =x6 +
36819250799222x5

92092658179935
− 3957182074219109x4

3174126951935093

− 3486062707069820x3

8711965463821851
+

62795697240638360683x2

168562011782513113765

+
17136976945467539486x

228054486529282448035
− 179418120303943897991

11630778812993404849785
,

P(5,2)(x) =x7 +
686261651035942392697x6

1056287221906346589985
− 23525686566039631217761211x5

16766447073319439422831905

− 725076478798056336953481411x4

893092747438815473256179473

+
5780218909258107115278336353453x3

10944851619862683624754479441615

+
37938515083517896172782833760699x2

155833839730425828752456635859185

− 145072639712896658628452252828557x

3272510634338942403801589353042885

− 33172451964646562940285706694389

3272510634338942403801589353042885
,
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P(5,3)(x) =x8 +
258637642996534370927332634182268x7

307722100666753037426046632952765

− 1736969151906642959069992746002128x6

1128314369111427803895504320826805

− 33711904452568430550962482016347466116x5

27062620143137595876433671135030917925

+
111931018525699399256130673310858129470x4

165995004603220946666723055151880551523

+
41466521831528684686345253360696995153467844x3

81263684478529830545427605264878883400842265

− 6480650722260105873656615158583248982656984x2

83843483985784745800838005432017895572297575

− 8470445462155048270565819520424623695348996x

170391596487239967272670785232810561969507975

+
32904442758043842698876028630391719739319

53354944354590292782351458002193206273280275
,

U tabeli 9 prikazani su qvorovi xi i te�inski koeficijenti Ak,i, i = 1, 2, . . . , 8,
skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni skup kvadraturnih
formula u Borges-ovom smislu. U ovom sluqaju qvorovi xi predstav	aju nule V.O.P.
tipa II P(5,3)(x).

Tabela 9: Parametri skupa anti-Gauss-ovih kvadraturnih formula za optimalni
skup kvadraturnih formula u Borges-ovom smislu u sluqaju AT sistema Jacobi-
jevih te�inskih funkcija za r = 2, α = −1/2, β1 = 1/4, β2 = −1/4

i xi A1,i A2,i

1 −0.9776060083 −0.9674162361 −0.5747720359
2 −0.8735622233 0.2500630240(1) 0.1901471946(1)
3 −0.6625532661 −0.2718353748(1) −0.1757591078(1)
4 −0.3550296111 0.2867858974(1) 0.2166568312(1)
5 0.121934402(−1) −0.1674539783(1) −0.1071326077(1)
6 0.3856838627 0.1992490480(1) 0.1477743016(1)
7 0.7068462366 −0.4630853540 −0.2927318422
8 0.9235366120 0.1402253825(1) 0.1000311546(1)
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orthogonal systems and quadrature formulae, Comput. Math. Appl. 56, 11, (2008)
2915-2931.

[43] G. V. Milovanović, D. S. Mitrinović and Th. M. Rassias, Topics in Po-
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[45] G. V. Milovanović and M. P. Stanić, Multiple orthogonality and applicati-
ons in numerical integration, in Nonlinear Analysis: Stability, Approximation, and
Inequalities, Series: Springer Optimization and its Applications, P. Georgiev, P. M.
Pardalos and H. M. Srivastava, vol. 68, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York,
2012, ch. 26, pp. 431-455.

90
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[66] M. M. Spalević, On generalized averaged Gaussian formulas. II, Math. Comp.
86(306), (2017) 1877-1885.
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